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Azar - aléatoire - Zufall - rasgelelik - satunnaisuuden - slumpmaéssighet - randomness - aleatorieta

Todos tenemos una idea intuitiva acerca de lo que es el azar; una idea
muchas veces relacionada con los “juegos de azar” o con la “suerte”. ..
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Todos tenemos una idea intuitiva acerca de lo que es el azar; una idea
muchas veces relacionada con los “juegos de azar” o con la “suerte”. ..

En castellano azar y aleatoriedad son sinénimos. En adelante diré azar.
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Azar - aléatoire - Zufall - rasgelelik - satunnaisuuden - slumpmaéssighet - randomness - aleatorieta

Todos tenemos una idea intuitiva acerca de lo que es el azar; una idea
muchas veces relacionada con los “juegos de azar” o con la “suerte”. ..

En castellano azar y aleatoriedad son sinénimos. En adelante diré azar.

» ;Definicion matematica de azar?
» ;Hay grados de azar? jHay anti-azar?

» ;Puede una computadora producir una secuencia realmente al azar?
iEjemplos?
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Azar - aléatoire - Zufall - rasgelelik - satunnaisuuden - slumpmaéssighet - randomness - aleatorieta

Todos tenemos una idea intuitiva acerca de lo que es el azar; una idea
muchas veces relacionada con los “juegos de azar” o con la “suerte”. ..

En castellano azar y aleatoriedad son sinénimos. En adelante diré azar.

» ;Definicién matemética de azar?

» ;Hay grados de azar? jHay anti-azar?

» ;Puede una computadora producir una secuencia realmente al azar?
iEjemplos?

» ;Podemos garantizar azares independientes?
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
cada posicion.
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
cada posicion.

11111111111111711111117111117111111111. ..
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
cada posicion.

11111111111111111111111111111111112. .. X
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
cada posicion.

11111111111111111111111111111111112. .. X
01001000100001000001000000100000001. . .
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
cada posicién.

11111111111111111111111111111111112. .. X
01001000100001000001000000100000001. .. X

00101001010001101110100010010101111. ..
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La suerte es loca
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cada posicién.
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La suerte es loca

Azar es no poder distinguir entre la secuencia y echar una moneda para
cada posicién.

11111111111111111111111111111111112. .. X
01001000100001000001000000100000001. .. X

00101001010001101110100010010101111. .. \/

Azar es imposibilidad de predecir, es falta de patrén.

AzaRyAutémaTas 2o

Verénica Becher



Azar es imposibilidad de predecir

Entonces cara y ceca deben ocurrir con la misma frecuencia, en el limite,
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Azar es imposibilidad de predecir

Entonces cara y ceca deben ocurrir con la misma frecuencia, en el limite,
sino, | podriamos predecir!.
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Azar es imposibilidad de predecir

Entonces cara y ceca deben ocurrir con la misma frecuencia, en el limite,
sino, | podriamos predecir!.

Y lo mismo vale para combinaciones de caras y cecas.

Esta es la propiedad mas basica del azar.

ﬁg
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Definicidn matematica de azar

Azar es imposibilidad de predecir.
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Definicidn matematica de azar

Azar es imposibilidad de predecir.
Equivalentemente, azar es imposibilidad de abreviar.
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Definicidn matematica de azar

Azar es imposibilidad de predecir.

Equivalentemente, azar es imposibilidad de abreviar.

Pero ... jPara quién?
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Definicidn matematica de azar

Azar es imposibilidad de predecir.

Equivalentemente, azar es imposibilidad de abreviar.
Pero ... jPara quién?

iUn ser humano?
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Definicidn matematica de azar

Azar es imposibilidad de predecir.
Equivalentemente, azar es imposibilidad de abreviar.
Pero ... jPara quién?

iUn ser humano?

iUna computadora? (mdquina de Turing universal)
iUn algoritmo de complejidad polinomial?

iUn autémata de pila?

iUn autémata finito?
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Definicidn matematica de azar

Definiciéon
Fijemos una alfabeto. Sea C una clase de autématas. Una secuencia x de
simbolos es azarosa para la clase C si ningtin automata de C comprime x.

Es decir,

Una secuencia es azarosa repecto de la clase de autématas C cuando,
esencialmente, la tinica forma de describirla mediante un atémata de C
es explicitamente.

'
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Grados de azar

Distintos modelos de cémputo tienen distintas capacidad de resolver
problemas. Por ejemplo:
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Grados de azar

Distintos modelos de cémputo tienen distintas capacidad de resolver
problemas. Por ejemplo:

Maquinas de Turing
Autématas de pila
Autdématas finitos
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Grados de azar

Azar puro: incompresibilidad mediante maquinas de Turing.
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Grados de azar

Azar puro: incompresibilidad mediante maquinas de Turing.

Azar basico: incompresibilidad mediante autématas finitos.
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Grados de azar

Azar puro: incompresibilidad mediante maquinas de Turing.
Azar basico: incompresibilidad mediante autématas finitos.

iAzar intermedio: incompresibilidad mediante autématas de pila?
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Azar puro

Per Martin Lof, 1965, tests algoritmico de no aleatorieadad :
Azar es pasar todos los tests algoritmicos en base maquinas de Turing.
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Azar puro

Per Martin Lof, 1965, tests algoritmico de no aleatorieadad :
Azar es pasar todos los tests algoritmicos en base maquinas de Turing.

Gregory Chaitin, 1975, medida de incompresibilidad algoritmica:
Azar es casi mdxima incompresibilidad por mdquinas de Turing.
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Azar puro

Per Martin Lof, 1965, tests algoritmico de no aleatorieadad :
Azar es pasar todos los tests algoritmicos en base maquinas de Turing.

Gregory Chaitin, 1975, medida de incompresibilidad algoritmica:
Azar es casi mdxima incompresibilidad por mdquinas de Turing.
Teorema (Schnorr 1975)

Las secuencias azarosas segun Martin-Lof son exactamente las secuencias
incompresibles mediante mdquinas de Turing.
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i Puede una computadora producir azar puro?
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i Puede una computadora producir azar puro?

“Anyone who considers arithmetical methods of producing random digits
is, of course, in a state of sin.”

John von Neumann, 1951
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i Puede una computadora producir azar puro?

“Anyone who considers arithmetical methods of producing random digits
is, of course, in a state of sin.”

John von Neumann, 1951 (cita Knuth, The Art of Computing Programming)
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Examples of random sequences
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Examples of random sequences

i Te pasé que se te cuelga la computadora?

1
AZ d R \Y A u t é ma T as 10/19 Verdnica Becher ‘.



Examples of random sequences

i Te pasé que se te cuelga la computadora?

End Program - Untitled - Notepad ﬁl

@ This program is not respanding.

To return to Windows and check the status of the
program, click Cancel

IF pou chaose to end the program immediately. you will lose.
any unsaved data. To end the program now, click End
Now.

EndNow
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(2-numbers

Teorema (Chaitin 1975)

La probabilidad de que una computadora universal no se cuelgue,
Q=2 Uoyhaits 27IPl, js puramente aleatoria.

1
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(2-numbers

Teorema (Chaitin 1975)

La probabilidad de que una computadora universal no se cuelgue,
Q= ZU(p)halts 2-IPl s puramente aleatoria.

L7, ‘
Las probabilidades de otros comportamientos también
Becher,Chaitin, Daicz 2001; Becher, Chaitin 2003; Becher,Grigorieff 2005,2009:

Becher,Figueira, Grigorieff,Miller 2006; Barmpalias 2016,2017
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Azar basico

Aza Ry Auté MaTas 210 Verien Becher



Azar basico

Emile Borel, 1900, normalidad:
Azar es equifrequencia de todos los bloques de igual longitud.
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Azar basico

Emile Borel, 1900, normalidad:
Azar es equifrequencia de todos los bloques de igual longitud.

4D A
Ponl
Teorema (Schnor, Stimm 1972; Dai,Lothrup,Lutz, Mayordomo 2004; Becher, Heiber
2013: Becher, Heiber, Carton 2015: Carton, Heiber 2015)

Las secuencias normales son exactamente las secuencias incompresibles
mediante autématas finitos (transductores uno a uno).

A zd R \' A u t O ma T as 12/19 Verénica Becher



Azar basico

Emile Borel, 1900, normalidad:
Azar es equifrequencia de todos los bloques de igual longitud.

4D A
Pon
Teorema (Schnor, Stimm 1972; Dai,Lothrup,Lutz, Mayordomo 2004; Becher, Heiber
2013: Becher, Heiber, Carton 2015: Carton, Heiber 2015)

Las secuencias normales son exactamente las secuencias incompresibles
mediante autématas finitos (transductores uno a uno).
Proposicién (Boasson 2014)

Hay secuencias normales compresibles mediante autématas de pila no
deterministicos.
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Azar basico

Emile Borel, 1900, normalidad:
Azar es equifrequencia de todos los bloques de igual longitud.

40 ‘
Ponl
Teorema (Schnor, Stimm 1972; Dai,Lothrup,Lutz, Mayordomo 2004; Becher, Heiber
2013: Becher, Heiber, Carton 2015: Carton, Heiber 2015)

Las secuencias normales son exactamente las secuencias incompresibles
mediante autématas finitos (transductores uno a uno).

Proposicién (Boasson 2014)
Hay secuencias normales compresibles mediante autématas de pila no
deterministicos.

Problema

¢/ Hay alguna secuencia normal que se pueda comprimir mediante
autématas de pila deterministico?
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i Ejemplos de nimeros normales?
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i Ejemplos de nimeros normales?

% s

/
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i Ejemplos de nimeros normales?

% si

http://kapow.dc.uba.ar

4
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Hace mas de 100 anos

Teorema (Borel 1909)
Casi todos los niimeros reales son normales en toda base
Problema (Borel 1909)

Dar un ejemplo. Es w normal en alguna base? ;Y e? ;Y /27
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Hace mas de 100 anos

Teorema (Borel 1909)

Casi todos los nidmeros reales son normales en toda base
Problema (Borel 1909)

Dar un ejemplo. Es w normal en alguna base? ;Y e? ;Y /27

Conjetura (Borel 1950)

Los nimeros algebraicos irracionales son normales en toda base.

/
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Normal en base 10

Teorema (Champernowne, 1933)

0,1234567891011121314151617181920212223242526 ... €S normal en base 10.

No se sabe si es normal en bases que no son potencias de 10.

Los primeros 250000 digitos del nimero de Champernowne.

IIMIIUHW Al mmﬂt}fnm

el A

A
e L
il f‘}i i e

i i)

base 2 base 6
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Normal en una base pero no en otra

Bailey and Borwein (2012) demostraron que el nimero Stoneham a3,

1
023 =2 3w

k>1

es normal en base 2 pero no es simplmente normal en base 6.

base 2 V base 6 V base 10
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Aza R \Y .AUtC/) maTaS 16/19 \/erénicaBecher




Otras normales

a0 ‘
de Bruijn lexicograficamente minima x[n] = x[2n]
de orden 1,2, 3 etc.

Problema

Clasificar las distintas de Bruijn infinitas segtin su velocidad de

convergencia a normalidad.

Computar la secuencias de Levin 1999 y calcular su complejidad ' |
lbﬂ@ o
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Absolutamente normal

Significa normal en toda base entera mayor o igual que 2.
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Absolutamente normal

Significa normal en toda base entera mayor o igual que 2.

Construcciones de Lebesgue and Sierpinski, independientemente, 1917.
No son computables.

40 ‘
Ponl
Teorema (Turing 1937; Becher, Figueira, Picchi 2007)

Hay un algoritmo que produce un nimero absolutamente normal.

Otros algoritmos Schmidt 1961/1962; Becher, Figueira 2002, Scheerer 2017; Beche, Heiber

Slaman 2016; Aistleitner, Becher, Scheerer, Slaman 2017
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Absolutamente normales pero rapidito

,@ \
Teorema (Lutz,Mayordomo 2013/16;Figueira,Nies 2013;Becher,Heiber,Slaman 2013)

Hay un algoritmo que computa un nimero abslutamente normal en
tiempo polinomial.
El algoritmo de Lutz, Mayordomo 2016 tiene complejidad polilog lineal.

El algoritmo de Becher, Heiber, Slaman 2013, tiene complejidad apenas arriba de
cuadratica, tesis doctoral de Pablo Heiber 2014.

/
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La salida de nuestro algoritmo

1B \]
©W:
Programado por Martin Epszteyn, tesis de licenciatura, 2013.

0,4031290542003809132371428380827059102765116777624189775110896366...

base 2 base 6 basel0
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Nimeros pseudoaleatorios

John Von Neumann 1951. Various techniques used in connection with
random digits. Applied Math Series 12 (1): 36-38.

National Institute of Standards and Technology
http://csrc.nist.gov/groups/ST/toolkit/rng/

http://www.random.org/

4D ‘
‘
Problema ( para tesis doctoral )

Investigar nimeros pseudoaleatorios normales.



La nocién de independencia entre secuencias

L7, ‘
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Dos secuencias son independientes si ninguna ayuda a comprimir la otra.



La nocién de independencia entre secuencias

L7, ‘
Ol¢ . . . .. .
Dos secuencias son independientes si ninguna ayuda a comprimir la otra.

jHoy no tengo tiempo de contarlo!



Investigadores externos

Theodore Slaman, University California Berkeley

Olivier Carton, Université Paris Diderot
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Otros temas en KAPOW

(ﬁ, ) ‘

©W:

'I Problemas en secuencias biolégicas (proteinas, ADN) ligados a
repeticiones, azar y anti-azar. Lidera Pablo Turjanski



