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SECUENCIAS DE DE BRULJN CON DISCREPANCIA MINIMA

La discrepancia de una cadena binaria es la maxima diferencia (absoluta) entre el nimero
de unos y el nimero de ceros sobre todas las subcadenas posibles de la cadena binaria ini-
cial. En este trabajo determinamos la discrepancia minima que puede lograr una secuencia
binaria de de Bruijn de orden n, la cual es n. Este era un problema abierto hasta ahora.
Damos un algoritmo que construye una secuencia binaria de de Bruijn con una discre-
pancia minima. Una ligera modificacién de este algoritmo lidia con alfabetos arbitrarios y
produce secuencias de de Bruijn de orden n con una discrepancia de como méaximo 1 por
encima del limite inferior trivial n.

Palabras claves: secuencias de de Bruijn, discrepancia






DE BRUIJN SEQUENCES WITH MINIMUM DISCREPANCY

The discrepancy of a binary string is the maximum (absolute) difference between the
number of ones and the number of zeroes over all possible substrings of the given binary
string. In this work we determine the minimal discrepancy that a binary de Bruijn se-
quence of order n can achieve, which is n. This was an open problem until now. We give
an algorithm that constructs a binary de Bruijn sequence with minimal discrepancy. A
slight modification of this algorithm deals with arbitrary alphabets and yields de Bruijn
sequences of order n with discrepancy at most 1 above the trivial lower bound n.

Keywords: de Bruijn sequence, discrepancy.
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1. INTRODUCCION

Las secuencias de De Bruijn, llamadas asi en honor al matematico neerlandés Nicolaas
Govert De Bruijn, son secuencias circulares de simbolos que tienen la propiedad de contener
todas las posibles secuencias de un cierto tamafnio como subsecuencias continuas [2]. Estas
secuencias tienen aplicaciones en diversas dreas como biologia, informdtica y teoria de la
informacién.

Debido a esto, hay numerosos trabajos sobre cémo construirlas. En general, estos se
enfocan en la complejidad algoritmica y en garantizar propiedades especificas para una
determinada aplicacién. Entre estos, se destaca el algoritmo propuesto por Huang [5]. En
dicho trabajo, Huang propone un algoritmo para generar secuencias binarias de De Bruijn
uniendo los ciclos producidos por el complemented cycling register (CCR) definido por
Golomb en [4]. El uso de los CCR confiere, segin Huang, un buen balance local entre
CEeros y unos.

Gabric y Sawada en [3] formalizan la definicién de balance de Huang. Ademés, demues-
tran que el algoritmo de Huang construye secuencias con discrepancia asintoticamente
minima.

Al final de su trabajo Gabric y Sawada dejan dos problemas abiertas:

= la construccién hecha por Huang, ;tiene la menor discrepancia entre todas las se-
cuencias de De Bruijn?

= generalizar la investigaciéon de la discrepancia en las secuencias de De Bruijn de
alfabeto arbitrario.

En el presente trabajo vamos a responder a la primera pregunta de manera negativa
y presentar una construccién computacionalmente eficiente que si alcanza la minima dis-
crepancia entre todas las secuencias binarias de De Bruijn. Ademads, dicha construccion se
puede generalizar a alfabetos arbitrarios con una discrepancia casi éptima. Demostramos
el siguiente teorema:

Teorema 1. Eziste un algoritmo que produce una secuencia De Bruijn de orden n con
discrepancia n en caso de que el alfabeto tenga dos simbolos, y con discrepancia a lo sumo
n+ 1 en caso de que el alfabeto tenga mds de dos simbolos. El algoritmo wutiliza O(n)
memoria y genera cada simbolo en O(n) tiempo.
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2. NOTACION

A continuacién presentamos la notaciéon que sera utilizada en el trabajo. Dado X un
alfabeto:

s Llamamos cadenas a las secuencias finitas de simbolos de X.
= Denotamos " al conjunto de cadenas de longitud n.

= Utilizamos una numeraciéon 0-based.

» Para denotar el i-ésimo simbolo de la cadena s usamos s[i].

» Si s es una cadena, llamamos |s| a su longitud.
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3. MARCO TEORICO

3.1. Secuencias de De Bruijn

Una secuencia de De Bruijn de orden n sobre un alfabeto de tamano b es una cadena
circular de longitud b™ tal que cada cadena de longitud n aparece exactamente una vez en
ella como subsecuencia continua.

Ejemplo:

= Para b =2 y n = 2 una posible secuencia de De Bruijn es 0011, ya que:

00 aparece de la posicién 1 a la 2

01 aparece de la posicién 2 a la 3.

11 aparece de la posicion 3 a la 4.

10 aparece de la posicion 4 a la 1, recordando que la secuencia es circular.

3.2. Discrepancia

La discrepancia de una cadena es un niimero entero no negativo que indica la diferencia
maxima, en cualquier subcadena, entre el nimero de apariciones del simbolo que més
aparece y el simbolo que menos aparece en esa subcadena.

Formalmente: sea ¥ un alfabeto y w una cadena sobre ¥. Denotemos |w|, al nimero
de apariciones del simbolo a en w. Sea S(w) el conjunto de todas las subcadenas de w
donde interpretamos w como una cadena circular. La discrepancia de una cadena w sobre
el alfabeto X se define como

discrepancia(w) = Sg}g{%ﬁ) <1;1€é§< |s|a — Iclélél ]s]c>

Ejemplo

» discrepancia(2012210122) es 4 si tomamos ¥ = {0, 1,2}, la subcadena subrayada es
la que logra dicho valor.

Notemos que en una secuencia de De Bruijn de orden n la discrepancia es al menos n
ya que la subcadena 000...0Q tiene que aparecer en la secuencia.
—

n ceros
Esta definicién es una versién generalizada de la provista en [3] para alfabetos arbitra-

rios.

3.2.1. Analisis de discrepancia

Existen unos pocos trabajos sobre la discrepancia de las secuencias de De Bruijn. La
discrepancia maxima y minima asintética alcanzable por una secuencia de De Bruijn de
orden n son ©(2"/y/n) y ©(n) respectivamente. Esto fue demostrado por Gabric y Sawada
en [3, Teorema 5.3] y [3, Teorema 2.2].

(Cudl es la discrepancia minima que puede lograr una secuencia de De Bruijn? Clara-
mente, en cada alfabeto, la discrepancia de una secuencia de De Bruijn de orden n es al
menos n, porque debe existir una racha de al menos n simbolos iguales consecutivos.
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3.3. Construccion de secuencias de De Bruijn

3.3.1. Grafo de De Bruijn

Dado un ndimero entero n y un alfabeto ¥ = {0,1,...,b — 1}, donde b es un entero
positivo, el grafo de De Bruijn B, = (V,,A,) es un grafo con un conjunto de nodos
V,, = X", el conjunto de todas las cadenas de longitud n, y un arco (s,t) € A, siy solo si
el sufijo de s de longitud n — 1 es igual al prefijo de ¢ de longitud n — 1. Un ejemplo de un
grafo de De Bruijn se puede ver en la Figura 3.1.

Fig. 3.1: Grafo de De Bruijn paran =3y X = {0, 1}

3.3.2. Ciclo Hamiltoniano

Sea G = (V, E) una grafo dirigido, decimos que G que es hamiltoniano si existe un
ciclo simple en nodos que recorre todos los nodos de G. A dicho ciclo lo llamaremos ciclo
hamiltoniano. Un ejemplo de un grafo hamiltoniano se puede ver en la Figura 3.2. Un
resultado que nos va a ser 1til es que todos los grafos de De Bruijn son hamiltonianos.

3.3.3. Equivalencia de ciclos hamiltonianos con secuencias de De Bruijn

Los ciclos hamiltonianos en el grafo de De Bruijn B,, corresponden a secuencias de De
Bruijn de orden n: si sqg, s1, ..., Sg_1 es un ciclo hamiltoniano en B,,, entonces la secuencia

80[0], 81[0], ce ,Skfl[O]

que consiste del primer simbolo de cada cadena, es una secuencia de De Bruijn.
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Fig. 3.2: Ejemplo de un grafo hamiltoniano. Se muestra en azul las aristas pertenecientes al ciclo.

Por ejemplo, tomemos el grafo de De Bruijn de la Figura 3.1, un ciclo hamiltoniano
posible en este grafo es el siguiente:

000 — 001 — 011 — 111 — 110 — 101 — 010 — 100

Luego, si tomamos el primer caracter de cada cadena y los concatenamos obtenemos:

00011101

que es un secuencia de De Bruijn.
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4. DESARROLLO: DEMOSTRACION DEL TEOREMA PRINCIPAL

4.1. Estructura de la demostracion

La estructura del algoritmo y su prueba de correccién es la siguiente:

= Definimos un subgrafo del grafo de De Bruijn de orden n, al que llamamos subgrafo
valido, donde todos los arcos tienen una determinada forma y cada camino en ese
grafo corresponde a una cadena con discrepancia acotada.

= Descomponemos el grafo de De Bruijn en ciclos disjuntos en nodos usando la regla
de CCR, como lo hace Huang [5]. Luego, probamos que todos estos ciclos estan
contenidos dentro del subgrafo valido.

= Elegimos una forma de conectar estos ciclos en una estructura similar a un arbol
para formar una ciclo hamiltoniano, de modo que los arcos entre los ciclos también
estén contenidos en el subgrafo valido.

» Finalmente, desarrollamos un algoritmo para recorrer este arbol, recorriendo com-
pletamente todos los ciclos y produciendo asi un ciclo hamiltoniano. Dado que esta
contenido dentro del subgrafo valido, esto garantiza que el ciclo hamiltoniano resul-
tante tenga una discrepancia acotada.

Antes de avanzar, necesitamos algunas definiciones.

Definicién 1 (Diferencia). La discrepancia de una cadena w se define como, discrepancia :
X* =7,
discrepancia(w) = max | max |s|, — min |s|; | .
seS(w) \ a€X cEX

donde el valor méz):( |s|a — ml’g |s|c es la diferencia de la subcadena s, denotado D(s).
ac ce

Para acotar la discrepancia de las secuencias de De Bruijn, necesitamos acotar la
diferencia de todas sus subcadenas. Una subcadena de una secuencia de De Bruijn es una
secuencia de la forma

Si{O], 5i+1[0]a e ,S]’[O]

donde s;, s;11,...,5; es una subsecuencia contigua del ciclo hamiltoniano. Por lo tanto, las
subcadenas de una cadena de De Bruijn corresponden a caminos en el grafo de De Bruijn.

4.2. Subgrafo valido
4.2.1. Histogramas
Definimos un concepto que nos ayudara a calcular la diferencia de una cadena.

Definicién 2 (Histograma). Dada una cadena s € ¥*, definamos H(s) : ¥ — Z como
H(s)(c) = [sle-
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La diferencia de un histograma se define de la siguiente manera.

Definicién 3 (Diferencia de un histograma). La diferencia D(H) de un histograma H :
> — 7Z estd dada por

D(H) = mix H(i) = H(j)

Como era de esperar, D(H(s)) = D(s). Usamos el mismo simbolo para indicar la
diferencia de una cadena y de un histograma. Sin embargo, el significado del simbolo

quedard claro a partir del contexto en el que se utiliza. Otra operacion que necesitamos
para los histogramas es la suma parcial.

Definicién 4 (Suma parcial de un histograma). Dado H : ¥ — Z, definimos su suma
parcial P(H) como

i
P(H)(i) =Y H(j).
=0
Notemos que P es lineal, es decir, sean dos histogramas Hi, Ho : > — Z entonces:

P(H; + Hy) = P(Hy) + P(H>)

Sea K el histograma constante. x—Es decir, K : ¥ — Z tal que K(b) = 1 para todo
b € X. Observemos que si sumamos K a un histograma, la diferencia no se ve afectada.
Por tanto, podemos considerar los histogramas en el espacio cociente.

X7
(K)

4.2.2. Regla del registro de ciclo incremental
Definicién 5 (Incremented Cycle Register Rule). Dado un entero positivo k, definimos
ICRy, : X™ — X" como

ICRy(s) = s[1]s[2] ... s[n — 1](s][0] + k).

Entonces, ICR(s) es la cadena que consiste en una rotacion ciclica de s, pero donde el
dltimo simbolo se incrementa en k. A menos que se especifique lo contrario, ICR = ICR;.

Consideremos el subgrafo de B,, dado por (X", {(s,ICR(s)) : s € ¥"}) que llamamos
subgrafo ICR de B,,. Debido a que ICR es una funcién biyectiva, este subgrafo consiste
de una coleccion de ciclos disjuntos en nodos.

Consideremos un camino sg, s1,...,st en el subgrafo ICR. ;Podemos reconstruir el
histograma de los primeros simbolos de estas cadenas sabiendo solo sg y si?

Lema 1. Sea s € " y sea b = s[0] el primer simbolo de s, entonces
P(H(s)) — P(H(ICR(s))) = e, mod K,
donde ey la funcion indicadora en b.

Demostracion. Observemos que, por definicién, H(s) —H(ICR(s)) = ep—ept1. Sib+1 # 0,
entonces P(ep — ep41) = € y por linealidad de P hemos terminado. Si b+ 1 = 0, entonces
P(eb_eb+1) :eb—K. ]
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Lema 2. Sea sg,...,s una secuencia de cadenas tal que s;+1 = ICR(s;) para todo i.
Entonces se cumple la siguiente igualdad

k-1
P(H(so)) — P(H(s)) = Y e, méd K.
i=0
Demostracion. Aplicar Lema 1 y usar suma telescépica. ]

4.2.3. Subgrafo valido

Dado que el subgrafo ICR de B,, no es suficiente para construir un ciclo hamiltoniano,
introducimos otro grado de libertad. Consideremos que d : ¥ — ¥ es una asignacién de
profundidad, y para cada s € X", ds es su profundidad.

Definicién 6 (Subgrafo valido). Dada una asignacion de profundidad d : ¥ — %, un
arco (s,t) en el grafo de De Bruijn B, se llama vélido si, para b = s[0] y ¢ = t[n — 1],

s b+l=cyds=d, o
mb+1=d; yc=ds
El conjunto de arcos vdlidos en B, forman el subgrafo vdlido.

Lema 3. Dada una asignacion de profundidad d : X" — X, y s,t € X" tal que (s,t) es un
arco valido en el grafo de De Bruijn, entonces:

eso] = P(H(s) +eq,) — P(H(t) +eq,) méd K.

Demostracion. Sea b = s[0] y ¢ = t[n — 1]. Entonces tenemos

ep = P(H(s) +eq,) — P(H(¢) + eq,) mod K &<
e, = P(H(s) — H(t)) + P(eq,) — P(eq,) mod K &
ey = P(ey —ec) + Pleq,) — P(eq,) mod K &<
ep = P(ep) — Plec) + Pleq,) — Pleq,) mod K <
P(ep) — Pep+1) = P(ey) — P(ec) + Pleq,) — Pleq,) mod K <
0="P(eps1) — Plec) +P(eq,) — Pleq,) méd K

Los casos en los que esto se cumple son
» b+1=cyds=dy que es el caso donde las profundidades son iguales y t = ICR(s)
m b+ 1=d; yc=ds.

O

Notemos que si la asignacion de profundidad es constante en los ciclos producidos por
la regla ICR, entonces el subgrafo ICR es un subgrafo del subgrafo vélido.

Ademas, si tenemos algin camino en el subgrafo valido, entonces se cumple una igual-
dad telescépica.
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Lema 4. Sea d : X" — ¥ una asignacion de profundidad y sea sg, ..., S un camino en el
subgrafo vdlido, entonces

kz_:lesi[o] =P (H(So) + edsO) - P (H(sk) + ed%) méd K.

=0

El histograma de la secuencia de los primeros simbolos de un camino en el subgrafo
valido de B,, depende sélo de la cadena inicial y final. Observemos que en la férmula del
Lema 4, el histograma ignora el primer simbolo de la ultima cadena (la suma solo llega
hasta k£ — 1). Esto no es un problema para nuestra aplicacién: supongamos que, para cada
par de cadenas s,t € X" logramos demostrar una cota

D (P (H(s) + eq,) — P (H(¢) + eq,)) < B BeN

Entonces, cada secuencia de De Bruijn que surge de un ciclo hamiltoniano sg,..., s, en
el subgrafo vélido, tiene una discrepancia acotada por B. De hecho, si consideramos la
subcadena s;[0], s;41[0] . .., s;[0], entonces podemos acotar

D(H(si[0], si+1[0] - . ., 5,[0]))
aplicando Lema 4 en el camino s;, s;41, ..., S;,5j+1 con un elemento adicional después del

final.

4.2.4. Cotas de diferencia para caminos en el grafo valido
Empecemos ignorando las profundidades.
Lema 5 (Diferencia de sumas parciales de histogramas). Si s,t € ™ entonces
D(P(H(s) — H(}))) < n.

Demostracion. El histograma H(s) se puede escribir como una suma de todos los simbolos
de s,

Similarmente,
n—1
H(t) = ) eu
i=0

Por lo tanto,
n—1
P(H(s) — H(t)) = Y Pleq — ex)-
i=0

Observemos que P(es[i] — et[i]) tiene una diferencia de a lo sumo 1 ya que sus valores son
todos Os y 1s, o todos Os y —1s. Por lo tanto, debido a la subaditividad obtenemos la cota
deseada. O

Lema 6 (Diferencia de sumas parciales de histogramas con simbolo compartido). Si s,t €
X"y existe un simbolo que aparece en ambas cadenas, entonces

D(P(H(s) — H(t))) <n—1.
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Demostracion. Como en Lema 5 transformar la férmula

n—1

P(H(s) = H(t) = ) Ples) — eq)-

=0

Dado que los histogramas no dependen del orden de los simbolos, podemos asumir sin

pérdida de generalidad que s[0] = t[0], y por lo tanto el primer sumando de la suma
desaparece. Como cada uno de los n — 1 restantes puede contribuir a lo sumo 1 a la
diferencia, obtenemos el resultado. ]

Ahora consideremos la diferencia de sumas parciales pero incluyendo profundidades.

Lema 7. §i s,t € X" son cadenas y d : X" — X es una asignacion de profundidad,
entonces
D(P(H(s) + ea,) — P(H(E) + eq,) < n+1.

Demostracion. La férmula se desprende del Lema 5 usando la subaditividad de D, la
linealidad de P y el hecho de que D(P(eq, —eq4,)) < 1. O

Lema 8. Si s,t € X" son cadenas y d : X" — X es una asignacion de profundidad, tal
que

L] ds = dt, 0
m 5yt comparten al menos un simbolo

Entonces
D(P(H(s) + ea,) - P(H(t) + ea,)) < n.

Demostracion. En el caso donde ds = dy, el término P(ey,)—P(eq,) desaparece y contribuye
0 a la discrepancia total, por lo que podemos aplicar la cota de diferencia de n para los
términos sin profundidad.

En el caso de que s y t compartan un simbolo, se puede aplicar la cota de n — 1 en los
términos sin profundidad, y como el término P(ey,) — P(eq,) puede aportar a lo suma una
unidad adicional de diferencia, obtenemos el resultado deseado. ]

Los resultados anteriores nos llevan a los siguientes teoremas.

Teorema 2. Si existe una asignacion de profundidad d : X" — 3 tal que el subgrafo vdlido
de B, tenga un ciclo hamiltoniano, entonces dicho ciclo corresponde a una secuencia de
De Bruijn de orden n con discrepancia a lo sumo n + 1.

Teorema 3. Si existe una asignacion de profundidad d : X" — X tal que
» cada par de cadenas con diferente profundidad comparten un simbolo, y
= ¢l subgrafo vdlido de B, tiene un ciclo hamiltoniano,

entonces ese ciclo corresponde a una secuencia de De Bruijn de orden n con discrepancia
a lo sumo n.

Para |¥| = 2, la primera condicién en el teorema 3 se cumple si y sélo si a la cadena
con todos ceros y a la cadena con todos unos se les asigna la misma profundidad.
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4.3. Arbol de ciclos ICR

Dado que ICR; : X" — X" es una funcion biyectiva, divide el espacio 3" en ciclos.
Sea N el conjunto de ciclos dado por la regla ICR;. Usamos este conjunto para construir
una secuencia de De Bruijn, para ello buscamos unir los ciclos para obtener un ciclo
hamiltoniano.

Definicién 7 (Orbita de un nodo). Definimos orbit : £ — P(X") como
orbit(s) = {s, ICR(s), ICR*(s), ... }.

Alternativamente, se puede definir como la clase de equivalencia de la relacion definida
por:
R(s,t) <= t =ICR(s)" para algin k € Z.

Definicién 8 (Grafo de ciclos). Definimos un grafo dirigido G con conjunto de nodos N
y un arco (U,V) entre ciclos U,V € N si solo si existe un s € U tal que ICRy(s) € V.

Supongamos que existe un arbol dirigido T con raiz en R € N que abarca G (el
arbol estd dirigido desde la raiz hasta las hojas). En la siguiente seccién demostramos la
existencia de T. El arbol T define una relacién de parentesco parent : N\ {R} — N.

Definicién 9 (Representante). Sea U € N\ {R}. El representante s de U es cualquier
nodo (fijo) s € U tal que ICRy'(s) € parent(Ud) y s[n — 1] = d méd ||, donde d es la
profundidad de U en el drbol. Lo vamos a denotar como rep(U) = s, y también rep(u) = s
para cualquier w € U. El conjunto de representantes de todos los ciclos se denota con
Reps.

Observemos que para todos los s € Reps, ICRy ' (s) € parent(orbit(s)). Ahora, defi-
namos la siguiente regla,

ICRg(s) si ICRg(s) € Reps
R(s) = { ICRa(s) si ICR4(s) € Reps

ICR1(s) en caso contrario.

Lema 9. R es una funcion.

Demostracion. Tenemos que demostrar que no hay s € X" tal que ICRy(s),ICR;(s) €
Reps. Sélo necesitamos probar el caso en donde |X| > 2, ya que para |X| = 2, ICRg y
ICR; coinciden.

Supongamos que ICRy(s),ICR;(s) € Reps. Entonces, como por definicién orbit(s) =
orbit(ICR;(s)), v dado que ICRy(s) € Reps, necesariamente orbit(s) es el padre de
orbit(ICRg(s)). Esto implica que la profundidad de orbit(ICRg(s)) es uno més que la
profundidad de orbit(ICR;(s)). Por otro lado, el ultimo simbolo de ICR;(s) es uno més el
ultimo simbolo de ICRq(s), y por ser representantes, estos coinciden con las profundidades
de sus respectivas érbitas médulo [X| . Como || > 2, esto es una contradiccién. O

Probemos los siguientes lemas sobre esta regla.

Lema 10 (Biyectividad). La funcion R es biyectiva.
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Demostracion. Supongamos que R(s) = R(t), entonces necesariamente los sufijos propios
méaximos de s y t coinciden. Ahora bien, es facil ver que si la regla aplicada a s y t es
la misma, entonces s = t, porque todos los ICR; son inyectivos. Entonces, tenemos tres
casos sin simetrias:

» R(s) = ICRg(s) = ICR4(t) = R(t): como ICRy(s) € Reps, ya que aplicamos el
primer caso, entonces ICR;(t) € Reps, pero esto no es posible ya que aplicamos la
tercera regla en t.

» R(s) = ICRq(s) = ICRa(t) = R(t): podemos ver que ICR;(ICR;(ICR4(t))) =
ICRy(t) para todo t. Entonces ICRy(ICRy(t)) = ICR; (ICRq(s)), llamemos a
esta cadena w. Ahora bien, sabemos que ICRg(s),ICR;(t) € Reps por lo que
ICRo(u),ICRi(u) € Reps. Si |X| > 2 esto no es posible, lo demostramos en el
lema anterior. Para || = 2, ya que ICRy = ICRg y son inyectivas, s = t.

» R(s) = ICRi(s) = ICRa(t) = R(t): esto significa que ICR;(t) € Reps, pero esto no
es posible ya que ICR((s) = ICR;(¢) y entonces ICRy(s) € Reps.

Como R : X" — ¥™ y es inyectiva, entonces es biyectiva. O

Lema 11 (Transitividad). La biyeccion R es transitiva. Es decir, para cualquier s,t € X"
existe un nimero entero k tal que R*(s) = t.

Demostracion. Dado que R es una biyeccién, divide X" en ciclos de R disjuntos. Supon-
gamos que hay un ciclo ICR U € N tal que U no estd completamente contenido en ningin
ciclo de R. Eso significa que U contiene dos nodos que pertenecen a diferentes ciclos de R.
En particular, hay al menos dos cadenas s € U tales que s y ICR4 (s) pertenecen a diferentes
ciclos R. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ICR;(s) ¢ Reps
(va que U N Reps tiene un tamano como méximo uno), y también que U es el nodo més
profundo del arbol que intersecta dos ciclos R diferentes.

Claramente, R(s) # ICR;(s), de lo contrario s y ICR;(s) pertenecerfan al mismo ciclo
de R. Dado que ICR;(s) ¢ Reps, la posibilidad restante (de la definicién de R) es que
ICRy(s) € Reps. De la definicién de Reps, obtenemos que la 6rbita de ICRq(s) es hija
de la érbita de s.

De la definicién de R, obtenemos que

R(ICR; }(ICRq(s))) = ICRa(ICR; *(ICRg(s))) = ICR;(s),

y por lo tanto ICR;*(ICRo(s)) y ICR;(s) pertenecen al mismo ciclo R. Pero ICRq(s)
pertenece al mismo ciclo de R que s, por lo que la érbita de ICRg(s) también contiene dos
ciclos de R diferentes, lo que contradice la suposicién de que U es el ciclo més profundo.
Ahora supongamos que hay dos orbitas adyacentes U,V € N en el arbol que estan
contenidas en diferentes ciclos de R. Sin pérdida de generalidad, supongamos que V es
hijo de U y sea s = rep(V). Dado que s € Reps, sabemos que R(ICRal(s)) = sy que
ICR; ' (s) estd en la 6rbita del padre de s (es decir, U). Esto es una contradiccién, ya que
asumimos que U y V no pertenecen al mismo ciclo de R. ]

Como R es una funcién biyectiva y transitiva, y también satisface la propiedad de que
el arco (s, R(s)) estd en el grafo de De Bruijn, podemos construir un ciclo hamiltoniano
tomando una nodo arbitrario como inicio, llamémoslo s, y luego aplicamos repetidamente
la funcién R hasta llegar a s nuevamente.
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4.3.1. Ciclo hamiltoniano en el subgrafo valido

Ahora que hemos demostrado que R genera un ciclo hamiltoniano en el grafo de De
Bruijn, demostremos que todos sus arcos pertenecen al subgrafo valido. Para definir el
subgrafo valido es necesario dar una asignacién de profundidad.

Definicién 10 (Asignacién de profundidad). Para un drbol fijo de ciclos ICR, definimos
d:¥" =% d(s)=p+1,
donde p es la profundidad de la orbita de s en el darbol, mddulo |X|.

Lema 12. El arco (s, R(s)) es vdlido.

Demostracion. Sea b el primer simbolo de s y ¢ sea el tiltimo simbolo de R(s). Necesitamos
considerar los tres casos en la definicién de R(s):

» Caso ICRy(s) € Reps: En este caso R(s) = ICRy(s) y por lo tanto ¢ = by ¢ =
dr(sy — 1. Ademds, por definicién de Reps, la dérbita de R(s) es hija de la 6rbita de
s, por lo que tenemos ds + 1 = dgy,). Al juntarlos obtenemos que b+ 1 = dg(,) ¥y
c = dg, por lo que el arco es valido.

» Caso ICR;(s) € Reps: En este caso R(s) = ICRa(s) y por lo tanto ¢ = b+ 2, y ya
que ICRy(s) € Reps , b+ 1 = ds — 1. Dado que ICRy(s) = ICR1(ICR, * (ICR4(5s))),
la érbita de ICRz(s) es el padre de la érbita de s, y por lo tanto dg(s) = ds — 1. Al
juntarlos obtenemos b+ 1 = dg(,) y ¢ = ds, por lo que el arco es vélido.

» Caso restante: Tenemos R(s) = ICR1(s), entonces ¢ = b+ 1y ds = dg(y), por lo que
el arco es una vez mas valido.

O]

4.3.2. Discrepancia acotada para el caso general

Debido al Teorema 2, tenemos que la secuencia de De Bruijn asociada con R tiene
discrepancia como maximo n + 1.

4.3.3. Discrepancia acotada para el caso binario

Para el caso binario, podemos usar el teorema 3: dado que las cadenas 00...0y 11...1
pertenecen al mismo ciclo ICR, se les asigna el mismo valor de profundidad, y por lo tanto
las hipétesis para el teorema se cumplen y tenemos que la secuencia de De Bruijn asociada
con R tiene discrepancia como maximo n.

4.4. Arbol explicito

Para concluir la prueba, necesitamos construir un arbol dirigido en G y elegir los
representantes para cada érbita. Para realizar el algoritmo de manera eficiente, no podemos
construir explicitamente el arbol durante la ejecucion del algoritmo. En lugar de ello,
definimos explicitamente el arbol y damos un algoritmo eficaz para calcular la pertenencia
al conjunto Reps.
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Definicién 11 (Arreglo de diferencias). Dado s € X", definimos su arreglo de diferencias

A(s) € X7,
o sli—1] - s[i] si0<i<n
A(s)]i] = {s[n—l]—S[O]—l sii = 0.

El —1 adicional en el caso ¢ = 0 garantiza la siguiente propiedad:
Lema 13. Sea s € £", entonces A(ICR;(s)) = ICRy(A(s)).

Demostracion. Separamos los casos 1 = 0,0 <7 <n—1,7=n— 1. Para el caso 7 = 0,
tenemos que

A(ICRy(s))[0] =ICR;(s)[n — 1] — ICRy(s)[0] — 1
=s[0]+1—s[1] -1
=s[0] — s[1]
—TCRo(A(5))[0].

Paraelcaso0<i<n—1

A(ICRi(s))[i] =ICR(s)[i — 1] — ICR1(s)][]
=s[i] — s[i + 1]
=ICRo(A(s))ld]-

Finalmente, parael casot=n—1An > 1

A(ICR(s))[n — 1] =ICR4(s)[n — 2] — ICR;1(s)[n — 1]
=s[n—1] —s[0] —1
=1ICRo(A(s))[n — 1].

Esto concluye la prueba. O

El lema 13 implica que para cada U/ € N sus elementos tienen el mismo arreglo de
diferencia médulo rotaciones. Por convencién, decimos que A(U) es la rotacién lexicografi-
camente minima de A(s) para cualquier s € U.

Lema 14. Sea s,t € X". Si A(s) y A(t) son iguales mddulo rotaciones, entonces orbit(s) =
orbit(t).

Demostracion. Considere la cadena u = ICR¥(s). Podemos variar k de modo que A(u) =
A(t), de tal forma las cadenas u y t solo difieren en una constante agregada. Dado que
las cadenas que difieren por constantes agregadas pertenecen a la misma érbita, y tanto s
como u también pertenecen a la misma orbita, queda demostrado el resultado. O

Lema 15. Sea s € X™. Entonces

Demostracion. Si consideramos la definicion de A, cada simbolo de s aparece dos veces en
la suma, una con signo positivo y otra con signo negativo. El tnico valor restante a tener
en cuenta es el —1 en la definicién de A(s)[0], que da el resultado. O
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Lema 16. Sea t € X" tal que

n—1
t[i] = —1.
i=0
Entonces existe un s € 3" tal que A(s) =t. Este s es unico mddulo constantes agregadas.
Demostracion. Si elegimos s[0] arbitrariamente, entonces una vez que se calcula s[i], el
valor de s[i + 1] se desprende directamente de la ecuacién

A(s)[i + 1] = t[i + 1]

La tnica ecuacién que queda por satisfacer es A(s)[0] = ¢[0]. Sin embargo, observemos
que A(s) y t coinciden en n — 1 lugares y tienen la misma suma, —1, por lo que deben ser
idénticos. O

Equipados con el concepto de arreglo de diferencias, podemos definir el darbol T explici-
tamente de la siguiente manera.

Definicién 12 (Arbol explicito). La raiz del dgrbol R se define como la drbita de 00. .. 0.
Para cualquier otroU € N\'R, definimos su padre V € N de la siguiente manera: Sea i el
primer entero no negativo tal que A(U)[i] # 0. Considere el arreglo a obtenido al disminuir
el simbolo i-ésimo de A(U) e incrementar el simbolo (i + 1)-ésimo. V es la unica orbita
tal que A(V) es igual a a mddulo rotaciones.

Para demostrar que esta definicién es buena, necesitamos demostrar que tal ¢ siempre
existe, que (V,U) es un arco en G para todo U, y que la relacién de parentesco no tiene
ciclos.

La existencia de i se deriva del hecho de que la suma de los elementos del arreglo de
diferencias es —1, por lo que no puede consistir inicamente en ceros. De hecho, ¢ < n — 2,
ya que de lo contrario en A(U) habria n — 1 ceros y, necesariamente, el simbolo restante
serfa —1, lo cual genera el arreglo de diferencias de R.

Para demostrar que la relacion de parentesco no tiene ciclos, notemos que a es lexi-
cograficamente menor que A(U), por lo que

AV) <a<Al)

y esto asegura que no haya ciclos.

Queda por demostrar que U y V son adyacentes. Para probar esto, basta con encontrar
un s € U tal que ICR; 1(8) € V, que también puede servir como representante de . Sea i
el primer entero no negativo tal que A(U)[i] # 0, y considere el arreglo k = ICR;™ (A(U)).
Es decir, el arreglo A(U) gira de manera que el primer elemento distinto de cero esté en
la dltima posicién. Sea s € X" una cadena con A(s) = k. Podemos elegir la constante
agregada de s seglin sea necesario para satisfacer la restriccion del ultimo simbolo en la
definicién de representante.

Queremos demostrar que ICR; ' (s) € V. Para ello, vamos a ver que A(ICR; (ICR; ' (s)))
es una rotacién de a, ya que si demostramos esto ICR;(ICR (s)) € V y como estd en la
misma 6rbita que ICRy 1(s), implicarfa que este ultimo también estd en V.

Observemos que ICR; (ICR; ' (s)) es lo mismo que s pero con el tltimo simbolo aumen-
tado en uno. El efecto que tiene aumentar el dltimo simbolo de s sobre A(s) es el de dis-
minuir el dltimo sfmbolo y aumentar el primer simbolo. Dado que A(s) = ICR{ (AU)),
tenemos que A(ICR;(ICRy'(s))) es lo mismo que ICRS™ (A(U)) pero el tltimo simbolo
disminuyé y el primero aumentd, que es precisamente lo mismo que ICR%H(a), es decir,
una rotacién de a. Esto concluye la prueba.
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4.4.1. Algoritmo

El nucleo del algoritmo es la regla de transicién, que definimos de la siguiente manera

ICRy(s) si ICRq(s) € Reps
ER(s) = ¢ ICR2(s) si ICRy(s) € Reps
ICR1(s) en caso contrario

El paso computacionalmente mas dificil consiste en determinar si una cadena pertenece a
Reps o no. Este tiene dos partes:

= El arreglo de diferencias de la cadena debe tener la forma correcta. Es decir, deberia
ser la rotacion lexicografica minima, desplazada de modo que el primer elemento
distinto de cero esté al final. Para ser un representante s tampoco debe estar en la
orbita de la raiz, lo cual también podemos verificar con el arreglo de diferencias.

= Kl dltimo simbolo de la cadena debe ser igual a la profundidad de la 6rbita médulo
%].

La primera parte se implementa en el Algoritmo 1. La segunda parte se implementa
junto con la funcién de transicién en el Algoritmo 2. Notemos que ambas funciones tienen
complejidad lineal tanto en tiempo como en memoria. Para determinar si ds es la rotacién
lexicograficamente minima podemos utilizar el algoritmo de Booth [1], por ejemplo.

Algorithm 1: CorrectDifferenceArray
Data: s € 3"
Result: Verdadero si s tiene el arreglo de diferencias correcto para ser un
representante, Falso en caso contrario
d < A(s)
if d[n — 1] = 0 then
| return Fulse
end
14 n—1
while i >0 y s[i — 1] =0 do
| i+i—1
end
if 1 =0 then
| return Fualse
end
do + ICRE(d)
return do es su rotacion lexicogrdficamente minima?

4.4.2. Comportamiento del algoritmo para alfabeto arbitrario

Para |X| = 2, sabemos que nuestro algoritmo produce secuencias de De Bruijn de
discrepancia exactamente n, porque esa es tanto la cota superior como la cota inferior
trivial. Para el caso n = 1, también sabemos que nuestro algoritmo produce una secuencia
de discrepancia exactamente n, porque todas las secuencias de De Bruijn para n = 1 tienen
discrepancia n. Por tanto, en ambos casos nuestro algoritmo es éptimo.
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Algorithm 2: Transicién

Data: s € X"

profundidad € ¥

Result: Un par (s, profundidad’) que corresponde al siguiente nodo en el ciclo

if CorrectDifferenceArray(ICRy(s)) y ICRy(s)[n — 1] = profundidad + 1 then
| return ICRy(s), profundidad + 1

end

if CorrectDifferenceArray(ICR1(s)) y ICR1(s)[n — 1] = profundidad then
| return ICRs(s), profundidad — 1

end

return ICR;(s), profundidad

Sin embargo, para el caso || > 2 y n > 1, el limite inferior y el limite superior
tienen un espacio de tamano uno: sabemos que nuestro algoritmo produce una secuencia
de discrepancia de De Bruijn como maximo n + 1, y debe ser al menos n, y no sabemos
cuél es. Para determinar esto, realizamos experimentos para 2 <n <7y 3 < |¥| <9,y
encontramos que en todos los casos nuestro algoritmo tiene una discrepancia de n + 1.

4.4.3. Discrepancia minima alcanzable

Para comparar el comportamiento del algoritmo con la discrepancia minima real al-
canzable, decidimos realizar una bisqueda exhaustiva de la discrepancia mas pequena que
se puede obtener con ciertos pardmetros de n y ||, para decidir si nuestro algoritmo era
optimo o no. Los resultados que obtuvimos se pueden ver en la Tabla 4.1.

n
o) 1| 2 |3|4|5 |6 |7
2 n|{ n (n|{n|n|n|n
3 n|{n+l |n|n
4 n|ntl | n
5 n| n
6 n| n
7 n| n
8 n| n

Tab. 4.1: Cada celda representa la discrepancia minima alcanzable para una secuencia de De Bruijn
con los parametros correspondientes. Los casos que no se pudieron calcular debido al alto
costo computacional se dejaron en blanco.

La experimentaciéon estd muy limitada debido a la naturaleza doblemente exponencial
de la bisqueda. Sin embargo, con base en los resultados, planteamos la siguiente conjetura

Conjetura 1. La discrepancia dptima de una secuencia de De Bruijn de orden n y alfabeto
Y esn, con la excepcion de los casos n =2 con |X| =3; yn =2 con |X| =4.

Esto se basa en la intuicién de que

» La mayoria de las pruebas tuvieron secuencias de discrepancia n, excepto los dos
casos antes mencionados.
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» El grafo de De Bruijn se interconecta més al aumentar n y |X|, por lo que esperamos
que sea mas facil lograr una secuencia de De Bruijn de baja discrepancia cuanto
mayores sean estos pardmetros.

Paran =1 o |X| = 2, ya hemos demostrado que nuestro algoritmo produce la discre-
pancia minima. En la Tabla 4.1, podemos ver que los tinicos otros casos donde la discrepan-
cia obtenida fue 6ptima fueron estas excepciones conjeturadas, (n, |X|) € {(2,3),(2,4)}.
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5. FUTURAS INVESTIGACIONES

Hay dos caminos de futuras investigaciones que se pueden realizar a partir de este
trabajo:

= Estudiar la discrepancia minima de las secuencias de De Bruijn para bloques de
tamano mayor a 1. La dificultad en esos casos es que bloques consecutivos no son
independientes por lo cual no podemos regular la discrepancia tan facilmente como
lo haciamos para simbolos.

= Estudiar la conjetura 1 y disefiar un algoritmo que logre la discrepancia éptima para
alfabeto arbitrario. Pudimos esbozar una demostracién de que utilizando ciclos ICR
para construir la secuencia de De Bruijn no se podrd mejorar la discrepancia de
n + 1. Por lo cual, se debe buscar otro camino.

23
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5. Futuras investigaciones
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