Tesis de Licenciatura

Sobre
grafos balanceados y complejidad computacional de problemas

asociados a la teoria de grafos perfectos.

® Flavia Bonomo
( fboonomo@dc.uba.ar )

° ® Departamento de Matematica
FCEyN - UBA

® Director: Guillermo A. Duran



A mi familia, que son lo que mds quiero en el mundo



Agradecimientos

A Willy, mi director, por toda su ayuda, por ser un excelente director y
por ser tan buena persona, realmente fue un placer trabajar con él.

A Dani, Luli y Ale, mis hermanitos del alma, por ayudarme y aguan-
tarme siempre, y en especial este verano para que pueda terminar de escribir.

A mis papas por ser los mejores del mundo, por haberme apoyado siem-
pre, por hacer el esfuerzo y venir a mi tesis y a maméa también por haberme
llevado para el lado de la matematica.

A Abu por ser como es.

A Marina, por ser una excelente compafiera de trabajo y amiga.

A mis amigos: Daniel, Matilde, Romi, Dora, Gaby, Santi, Edu, Pablo,
Julian, Silvia, Malena, Agustin, Gustavo, Gustavo, Fernando, Juan Pablo,
Ale, Adridn, Lean, Horacio, Nico, Xavier, Javier, Agus, Herndn, Patricia, a
mi “equipo”: Dario, Sergio y Pablo, y a Igna, cada uno sabe por qué.

A Marina por el disenio de la tapa.

A Juan por haberme apoyado siempre a lo largo de la carrera.

A Oscar y a Jayme por su gran colaboracién y a Paula, Pablo, Irene e
Isabel por su ayuda.

ii



Resumen

Los grafos perfectos fueron introducidos por Berge en los inicios de la década
del ’60 y a partir de alli fueron extensamente estudiados en la literatura. Se
dice que un grafo G es perfecto cuando el nimero cromatico es igual al
tamano del clique maximo para todo subgrafo inducido de G.

En esta tesis determinamos la complejidad computacional de los problemas
algoritmicos asociados a los grafos perfectos y sus variantes (grafos clique-
perfectos, grafos K-perfectos, grafos coordinados) tanto en el caso general
como dentro de la clase de los grafos clique-Helly hereditarios.

Definimos los grafos balanceados como aquellos cuya matriz clique es balan-
ceada. Es sabido que las matrices balanceadas son perfectas y, en consecuen-
cia, los grafos balanceados son grafos perfectos. Mostramos que la clase de
los grafos balanceados tiene reconocimiento polinomial, encontramos nuevas
caracterizaciones para esta clase en términos de sus ciclos impares y de sus
cliques y estudiamos algunas de sus subclases.

El grafo clique de un grafo G es el grafo interseccién de los subgrafos comple-
tos maximales de G. Los grafos clique han sido estudiados en el contexto de
grafos de interseccion y operadores en grafos. En 1971, Roberts y Spencer
dieron una caracterizacién para la clase de grafos clique K (G). Sin embargo,
ningin algoritmo eficiente ha podido ser formulado en funcién de esa carac-
terizacién. La caracterizacion de los grafos clique ha sido realizada para
diversas clases de grafos, mientras que para algunas otras atin es un proble-
ma abierto. En esta tesis caracterizamos los grafos clique de varias clases de
grafos, entre ellas los grafos balanceados, los totalmente unimodulares, los
grafos clique-Helly y perfectos y los grafos trivialmente perfectos.
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Capitulo 1

Introduccion

Dado un grafo G, una clique en GG es un subgrafo completo maximal. Se
define w(G) como el tamano de una clique méxima de G, y x(G) (el nimero
cromético de G) como la minima cantidad de colores necesaria para colorear
los vértices de G de modo que dos vértices adyacentes tengan distinto color.

En 1961, Berge definié los grafos perfectos como aquellos grafos G tales que
w(H) = x(H) para todo subgrafo inducido H de G.

Varias clases conocidas de grafos son perfectas, como los grafos bipartitos,
los grafos cordales o triangulados y los grafos de comparabilidad.

Los grafos perfectos son interesantes desde el punto de vista algoritmico, ya
que, por ejemplo, los problemas de hallar el tamano de la clique maxima y
el niimero cromético son NP-completos para grafos en general y para varias
subclases, mientras que para los grafos perfectos pueden ser resueltos en
tiempo polinomial.

Al definir los grafos perfectos Berge planteé la siguiente conjetura: Un grafo
es perfecto si y solo si no contiene como subgrafo inducido un agujero impar
ni el complemento de un agujero impar. Un agujero impar es un ciclo sin
cuerdas de longitud impar y mayor 6 igual a 5.

Esta conjetura se conoce como Strong Perfect Graph Conjecture y atin sigue
sin ser resuelta, aunque se demostré que vale para ciertas subclases de grafos,
por ejemplo para grafos sin alguno de los posibles grafos de cuatro vértices
como subgrafo inducido.

Un resultado mas débil es el siguiente: Un grafo es perfecto si y sélo si su
complemento es perfecto.

Este teorema fue demostrado por Lovasz en 1972 (11 anos después de ser
conjeturado por Berge) e independientemente también fue probado por Ful-
kerson.

A partir de un grafo se construye su matriz clique, en la cual cada columna
representa un vértice del grafo y cada fila es el vector caracteristico de una
clique del grafo.
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Dada una matriz A, se define el poliedro P(A) = {z|Az < 1,2 > 0}. Una
matriz A es perfecta si el poliedro P(A) tiene s6lo extremos con coordenadas
enteras.
Chvatal demostré en 1975 un teorema que relaciona los grafos perfectos con
las matrices perfectas: Un grafo es perfecto si y sélo si su matriz clique es
perfecta.

Matrices balanceadas e ideales aparecen en el contexto de matrices perfec-
tas, por lo tanto resulta natural definir los grafos balanceados y los grafos
ideales como los grafos cuya matriz clique es balanceada o ideal, respectiva-
mente. Estos grafos no estdn definidos en la literatura, pero si hay algunos
resultados sobre matrices balanceadas e ideales.

Definiendo el poliedro Q(A) = {z|Az > 1,2 > 0}, una matriz A es ideal si
el poliedro Q(A) tiene s6lo extremos con coordenadas enteras.

Una matriz es balanceada si no contiene como submatriz la matriz de in-
cidencia de un ciclo impar, y totalmente balanceada si no contiene como
submatriz la matriz de incidencia de un ciclo.

Fulkerson, Hoffman y Oppenheim probaron en 1974 que las matrices balan-
ceadas son perfectas e ideales. Conforti, Cornuéjols y Rao hallaron en 1999
un algoritmo polinomial para decidir si una matriz es balanceada, basado
en propiedades de descomposicion de las matrices balanceadas. Existen di-
versas caracterizaciones, tanto de las matrices balanceadas e ideales como
de las matrices minimalmente no balanceadas y las matrices minimalmente
no ideales.

Por otro lado, se define a¢(G) como el cardinal de un conjunto maximo de
cliques independientes, y 7¢(G) como el cardinal de un conjunto minimo de
vértices que intersecan todas las cliques de G.

Los grafos clique-perfectos fueron definidos por Guruswami y Pandu Rangan
en el ano 2000 como aquellos grafos G en los cuales ac(H) = 7¢(H) para
todo subgrafo inducido H de G.

Existe una conjetura sobre la caracterizacion de los grafos clique-perfectos
mediante subgrafos prohibidos, planteada originalmente por J. Szwarcfiter
[109] y sobre la cual se trabajé en [59].

Dada una familia finita de conjuntos no vacios, el grafo interseccién de esta
familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice y conectando
dos vértices por un arista si y sélo si los correspondientes conjuntos se in-
tersecan.

El grafo clique de un grafo G es el grafo interseccion de las cliques de G.
Los grafos de interseccién fueron y son actualmente muy estudiados, y en
particular los grafos clique.

Hamelink dio una caracterizacion parcial de los grafos clique en 1968, mien-
tras que Roberts y Spencer en 1971 la extendieron a una caracterizacién
completa. Sin embargo, ningin algoritmo eficiente ha podido ser formu-
lado en funcién de esa caracterizacion. Méas aun: es uno de los problemas
abiertos mas notorios en el campo de la teoria de grafos la complejidad com-
putacional del reconocimiento de los grafos clique.
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Los grafos clique de varias clases de grafos ya fueron caracterizados. Algunas
de esas clases son los arboles, los grafos de intervalos, los grafos cordales,
los grafos de bloques, los grafos arco-circulares Helly, los grafos clique-Helly
y los clique-Helly hereditarios, mientras que para algunas otras ain es un
problema abierto.

En [59], M. Groshaus estudia los grafos cuyo grafo clique es perfecto y su
relacion con los grafos clique-perfectos.

Describimos ahora la forma en que estd organizado este trabajo.

En este capitulo, ademads de definir los temas principales de la tesis, se pre-
sentan una serie de definiciones basicas de teoria de grafos y la notacion
utilizada, un resumen sobre clases de grafos, una breve introducciéon sobre
complejidad de algoritmos, una breve introduccién a la teoria poliedral y
programacién lineal y un resumen sobre clases de matrices.

El Capitulo 2 trata sobre grafos perfectos y algunas de sus variantes: grafos
clique-perfectos, grafos coordinados y grafos K-perfectos. Presentamos los
principales resultados conocidos sobre estas clases y los problemas algoritmi-
cos relacionados. Exhibimos una familia de grafos altamente no-coordinados
y demostramos que los grafos coordinados son Berge. Por ltimo, analizamos
el comportamiento del operador clique sobre algunas subclases de los grafos
perfectos y aportamos nuevos resultados originales que aparecen en [13].

El Capitulo 3 esta destinado a estudiar la complejidad de los problemas al-
goritmicos relacionados con los grafos perfectos y sus variantes, tanto en el
caso general como dentro de la clase de los grafos clique-Helly hereditarios.
Los resultados de este capitulo son originales de esta tesis y aparecen en [13].

El Capitulo 4 trata sobre grafos balanceados. Definimos esta nueva clase
de grafos, damos diversas caracterizaciones de los mismos y demostramos
que tienen un reconocimiento polinomial. Definimos principalmente cua-
tro subclases de los grafos balanceados en funcién de sus ciclos impares
y estudiamos las intersecciones entre estas clases. Por ultimo, analizamos
el comportamiento del operador clique sobre las diferentes clases de grafos
estudiadas. Los resultados de este capitulo son originales de esta tesis y
aparecen en [14].

En el Capitulo 5 presentamos algunas conclusiones que surgen de este tra-
bajo y las lineas futuras de investigacion.
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1.1 Definiciones basicas y notacién

Denotaremos un grafo G por un par (V(G), E(G)), donde V(G) es un
conjunto finito, el conjunto de vértices de G, y E(G) es un conjunto de
pares no ordenados de vértices de G, llamados aristas. Sean n = |V(G)| y
m = |E(G)|. Un grafo se dice trivial si tiene un solo vértice.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v,w) € E(G). Decimos
que v y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v
es el conjunto N(v) que consiste de todos los vértices adyacentes a v. El
vecindario cerrado de v es N[v] = N(v) U {v}.

Un vértice v es universal cuando N (v) = V(G)—{v}. Un vértice v es aislado
cuando N(v) = {). El grado de un vértice v es el cardinal del conjunto N (v)
y se nota d(v). Dado un grafo G, notamos 6(G) al grado minimo y A(G) al
grado maximo entre los vértices de G.

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene el
mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son adya-
centes en G si y so6lo si no son adyacentes en G.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo Gsi V(H) C V(G) y E(H) C E(G).
Si V(H) = V(G), decimos que H es un subgrafo generador de G. Dado
un conjunto de vértices X C V(G), el subgrafo de G inducido por X es el
subgrafo H de G tal que V(H) = X y E(H) es el conjunto de aristas de G
que tiene ambos extremos en X.

Dos grafos Gy H son isomorfos si existe una biyeccién entre V(G) y V(H)
que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P = vy, vo, ...,
vk, donde (v;,vi41) € E(G), i =1,...,k — 1. Una cuerda en P es una arista
que une dos vértices no consecutivos de P. Un camino inducido es un camino
sin cuerdas. Denotamos por Pj al camino inducido por k vértices.

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G existe
un camino de v a w.

La distancia entre dos vértices v y w en G es la longitud del camino méas
corto entre v y w (la longitud de un camino se mide por la cantidad de
aristas que lo componen) y se nota dg (v, w). Si el contexto no es ambiguo,
se abrevia d(v, w).

El disco Dy (v) de centro v y radio k (k > 0) es el conjunto de vértices de G
que estan a distancia menor o igual que k de v.

Un circuito en un grafo G es una secuencia de vértices C' = vy, v, ..., Uk, NO
necesariamente distintos, donde vy = v y (vi,vi+1) € E(G),i=1,....k — 1.
Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices C = vy, va, ..., Vg, donde
v1, ...,V €S un camino, v; es adyacente a vy y k > 3. Una cuerda en C' es
cualquier cuerda del camino vy, v, ..., v excepto (v1,vg). Silos vértices que
une la cuerda en C estdn a distancia 2, decimos que la cuerda es corta. Un
ciclo es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos C}, al ciclo inducido
por k vértices (C3 es también llamado tridngulo). Cj es conocido como el
agujero de k vértices.
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Un conjunto S es maximal (minimal) en relacién a una determinada pro-
piedad P si S satisface P, y todo conjunto S’ que contiene propiamente a S
(que estéd contenido propiamente en S) no satisface P.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son ad-
yacentes. Llamamos K, al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el
subgrafo inducido por M es completo. Una clique es un subgrafo completo
maximal de G. Notaremos C(G) al conjunto de cliques del grafo G. Un
parametro bastante estudiado en un grafo G es w(G), definido como el car-
dinal de una clique maxima de G.

Un conjunto de vértices I de un grafo G es un conjunto independiente si el
subgrafo inducido por I no tiene aristas. Otro pardmetro muy estudiado de
un grafo G es su numero de estabilidad a(G), definido como el cardinal de
un conjunto independiente maximo de G.

Un coloreo de un grafo G' es una particién de V(G), donde cada clase de
la particién es un conjunto independiente al que identificamos con un color.
Un k-coloreo es una particién de V(G) en k conjuntos independientes. Si G
admite un k-coloreo, decimos que G es k-cromético. El nimero cromaético
de G es el menor k para el cual existe un k-coloreo de G y se nota x(G).

Un cubrimiento de los vértices de un grafo G por cliques es un conjunto de
cliques de G tales que cada vértice de G pertenece al menos a una de ellas.
El cardinal de un cubrimiento de vértices por cliques minimo se nota k(G).

Un cubrimiento de las cliques de un grafo G por vértices es un conjunto
de vértices de G que tiene interseccién no vacia con cada clique de G. Lo
denominamos transversal de las cliques. El cardinal de un transversal de las
cliques minimo se nota 7¢(G).

Un conjunto de cliques de un grafo se dice independiente si las cliques son
disjuntas dos a dos. El cardinal de un conjunto independiente de cliques
méaximo de G se nota ac(G).

Al minimo k tal que existe una particion de las cliques de G en k conjuntos
de cliques independientes lo notaremos F(G).

Dado un grafo G y un vértice v de G, notaremos C(v) al conjunto de cliques
de G a las cuales pertenece v y mg(v) al cardinal de dicho conjunto. Un
vértice es llamado uniclical si estd contenido en exactamente una clique y
multiclical en otro caso. El méximo de los mq(v) con v en G se nota M (G).

Si e = (v,w) es una arista de G, notaremos C, al conjunto de cliques de G
que contienen a ambos vértices, v y w. Una arista se dird uniclical si esta
contenida en exactamente una clique de G y multiclical en otro caso.

Un grafo G es un diamante si es isomorfo a K4 — {e}, para e cualquier arista
de Kjy.

Un grafo es una rueda W si es isomorfo a un ciclo inducido C; al que se le
agrega un vértice universal.

Un grafo es un abanico F} si es isomorfo a un camino inducido P; al que se
le agrega un vértice universal.
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Un grafo es una estrella si es isomorfo a un conjunto independiente al que
se le agrega un vértice universal.

Un t-sol es un grafo con 2t vértices, t > 3, que se pueden particionar en W =
{wy,...;,w} y U ={u,...,u;} donde W es un conjunto independiente, U
induce un subgrafo completo y (w;,u;) € E(G) siysélosii=jéi=j+1
(méd t).

Dado un grafo G, definimos el grafo de lineas L(G) como un nuevo grafo en
el cual los vértices son las aristas de G y dos vértices en L(G) son adyacentes
si y sélo si las correspondientes aristas en G tienen un vértice en comun.

Definimos G* = GU{v}, donde v es un vértice aislado que se agrega al grafo
G,y GT = GU {v}, donde v es un vértice universal que se agrega al grafo

G.

Decimos que G es un digrafo, o un grafo dirigido, si las aristas estdn dadas
por un conjunto de pares ordenados de vértices.

Decimos que G es un multigrafo si se permite que entre un mismo par de
vértices se trace mas de una arista.

Dado un grafo F', un grafo G se dice F-free si no contiene como subgrafo

inducido a F' y, més generalmente, dados grafos F1, Fs, ..., F}, un grafo se
dice {F1, Fy, ..., Fy}-free si no contiene como subgrafo inducido a ninguno
de los F;.

Un grafo H es una estructura prohibida para una determinada clase de grafos
si un grafo en dicha clase no puede contener a H como subgrafo inducido.
La estructura prohibida serd minimal si cualquier subgrafo inducido propio
de ella pertenece a la clase.

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad
de Helly. Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly
cuando toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan
de a pares tiene interseccién no vacia.

Una propiedad en grafos es hereditaria cuando se verifica que si un grafo
tiene la propiedad, cualquier subgrafo inducido de él también la tiene.

Dado un grafo G cuyos vértices estan numerados de 1 a n, definimos la
matriz de adyacencia de G como M € {0,1}"*"™ donde M(i,j) = 1 si los
vértices ¢ y 7 son adyacentes y 0 en otro caso.

Numerando las aristas de G de 1 a m, definimos la matriz de incidencia
de G como M € {0,1}™*™ donde M (i,5) = 1 si el vértice j es uno de los
extremos de la arista ¢ y 0 en otro caso.

Por ltimo, numerando las cliques de G de 1 a k, definimos la matriz clique
de G como Ag € {0,1}**™ donde Ag(i,5) = 1 si el vértice j pertenece a la
clique ¢ y 0 en otro caso.

Usualmente, nos referiremos a las filas o columnas de una matriz binaria
como si fueran conjuntos.

En general, dada una matriz A cuyas filas estan indexadas por el conjunto
F' y cuyas columnas estan indexadas por el conjunto C, identificaremos
la fila i € F con el conjunto {j € C|A(i,j) = 1} C C vy, andlogamente,
identificaremos la columna j € C con el conjunto {i € F|A(i,j) =1} C F.
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Entonces decimos que una fila estd incluida en otra cuando lo estan sus
correspondientes conjuntos, o que dos columnas se intersecan cuando la in-
terseccion entre sus correspondientes conjuntos es no vacia.

Dada una matriz binaria A, llamamos grafo inducido por A (o derivado de
A) al grafo interseccién de sus columnas.

1.2 Clases de grafos

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacios. El grafo interseccion
de esta familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice y
conectando dos vértices por un arista si y solo si los correspondientes conjun-
tos se intersecan. Es sencillo probar que todo grafo es un grafo interseccién
de alguna familia.

Los grafos interseccién han recibido mucha atencion en el estudio de la teoria
algoritmica de grafos y sus aplicaciones ([56], [86]). Algunas clases especiales
muy estudiadas de grafos de interseccién son los grafos de intervalos, los
cordales, los arco-circulares, los circulares, los grafos de linea y los grafos
clique.

El grafo clique de G, K(G), es el grafo interseccién de las cliques de G. Por
lo tanto K es un operador que transforma un grafo en otro grafo. Podemos
definir K7(G) como la j-ésima iteracién del operador clique sobre el grafo
G, es decir, K1(G) = G y K/ (G) = K(K’~Y(@G)) para j > 2.

Dada una clase de grafos H, definimos K(H) como la clase de los grafos
clique de grafos en H y K~'(H) como la clase de los grafos cuyos grafos
clique estédn en H (estos ultimos son llamados grafos clique-inversos de H).
Decimos que una clase H es fija bajo el operador K si K(H) = H, y que dos
clases H y L son clique-duales si K(H) = L y K(£) = H. En la tabla 1.1
mostramos las clases de grafos clique caracterizadas hasta el momento.

Un grafo arco-circular es el grafo interseccion de arcos alrededor de un
circulo. Un grafo G es arco-circular Helly si existe una familia de arcos
alrededor de un circulo que verifican la propiedad de Helly y tal que G es el
grafo interseccion de dicha familia.

Un grafo circular es el grafo interseccién de cuerdas dentro de un circulo.
Un grafo G es circular Helly si existe una familia de cuerdas dentro de un
circulo que verifican la propiedad de Helly y tal que G es el grafo intersecciéon
de dicha familia.

Un grafo de intervalos es el grafo interseccién de intervalos en una recta. Un
grafo de intervalos propios es el grafo interseccién de intervalos propios en
una recta. Un grafo de intervalos propios minimales es el grafo interseccién

de intervalos propios en una recta, donde el nimero de puntos extremos de
los intervalos es 2|C(G)| — |C(K(Q))|.

Un grafo G es un arbol si es conexo y no contiene ciclos.

Un grafo UV es el grafo intersecciéon de caminos de un arbol. Un grafo DV
es el grafo interseccion de caminos de un drbol dirigido. Un grafo RDV es
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’ Clase A \ K(A) \ Ref. ‘
Arco-circular Helly Cliques circulares [38]
Bloques Bloques 70
Circular Helly Dualmente Circular Helly 80
Clique-Helly Clique-Helly [42]
Cordales Dualmente Cordales [15, 18, 63]
Clockwork Clockwork [78]
DE Dualmente DE [64]
Disco-Helly Disco-Helly [6]
Desmontables Desmontables [6]
Dualmente Cordales Cordales N Clique-Helly [18, 63]
Dualmente Circular Helly Circular Helly [80]
Dualmente DE DE [64]
Dualmente DV DV [66, 98]
Dualmente RDV RDV [16, 98]
DV Dualmente DV [66, 98]
Hy H1 (35]
Clique-Helly hereditarios Clique-Helly hereditarios [97]
Intervalos Intervalos Propios [71]
Intervalos Propios Intervalos Propios 71
Intervalos Propios Minimales | Intervalos Propios 65
Ptolomeicos Ptolomeicos [6]
RDV Dualmente RDV [16, 98]
Sin Diamantes Sin Diamantes [24]
Split Estrellas
Fuertemente Cordales Fuertemente Cordales [6, 18]
Arboles Bloques [70]
Uuv Dualmente UV [15]

Tabla 1.1: Clases de grafos clique

el grafo intersecciéon de caminos de un arbol dirigido con raiz. Un grafo
DE es el grafo arista-interseccién de caminos de un arbol dirigido, donde se
cosidera que dos caminos se intersecan si comparten alguna arista.

Un grafo G es cordal (o triangulado) si G no contiene al ciclo inducido
Cj, como subgrafo inducido, para k& > 4. Equivalentemente, es el grafo
interseccion de subarboles de un arbol.

Un grafo G es split cuando G y G son cordales, o equivalentemente, cuando
su conjunto de vértices puede ser particionado en una clique y un conjunto
independiente.

Un grafo G es fuertemente cordal si G es cordal y no contiene como subgrafo
inducido a un t-sol, para t > 3. Son equivalentes a los grafos totalmente
balanceados, grafos cuya matriz clique es totalmente balanceada.
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Un grafo G es grafo de linea si existe un grafo H tal que L(H) = G, o sea,
G es el grafo de lineas de H.

Un bloque en un grafo es una componente biconexa maximal. Un grafo de
bloques es el grafo interseccién de los bloques de un grafo.

Un grafo es disco-Helly si sus discos satisfacen la propiedad de Helly.

Un grafo es clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly. Un
grafo G es clique-Helly hereditario si todo subgrafo inducido de G es clique-
Helly.

Un grafo G es bipartito si no contiene ciclos impares o, equivalentemente,
si su conjunto de vértices puede ser particionado en dos conjuntos indepen-
dientes.

Un grafo G sin diamantes es un grafo que no tiene como subgrafo inducido a
un diamante. También es equivalente decir que cada arista de G es uniclical.

Un grafo G es H; cuando para cada par de vértices vy, vo € V(G), IMy,
My € C(QG) tal que v1 € My \ My y vy € My \ M.

Un grafo G se llama Ptolomeico si dados cuatro vértices u,v,w,t € V(G),
se satisface dg(u,v) - dg(w,t) < dg(u,w) - dg(v,t) + dg(u,t) - dg(v, w).

Un grafo G es desmontable si es un grafo trivial o tiene un vértice dominado
v (es decir, Jw/N[v] C N|w]) tal que G — {v} es desmontable.

La forma habitual de dibujar un grafo en el plano es representando los
vértices por puntos y las aristas por curvas entre sus extremos, que no pasan
por ningtn otro vértice. Un grafo GG es planar si existe una representacién de
G en el plano de modo que las aristas no se crucen, excepto en los vértices.

Un grafo G = (V(G), E(G)) es de comparabilidad si es posible direccionar
sus aristas de modo de que el grafo dirigido resultante G’ = (V(G), D(Q))
satisfaga: (u,v) € D(G), (v,w) € D(G) = (u,w) € D(G).

Un grafo G es dualmente cordal si admite un arbol generador 7', tal que
para cada subgrafo completo H de G, los vértices de H inducen un subérbol
conexo en T

Un grafo G es dualmente DV si admite un arbol generador dirigido 7', tal
que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de H inducen un
camino dirigido en 7'.

Un grafo G es dualmente RDV si admite un arbol generador dirigido 7" con
raiz, tal que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de H inducen
un camino dirigido con raiz en T'.

Un grafo G es dualmente circular Helly si existen un conjunto de puntos P
y un conjunto de cuerdas L en un circulo tal que las intersecciones de las
cuerdas pertenecen a P, las cuerdas verifican la propiedad de Helly y hay
una correspondencia entre los vértices de GG y los puntos de P de manera tal
que dos vértices son adyacentes en G si y sélo si hay una cuerda de L que
pasa por los puntos correspondientes en P.
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Decimos que un grafo tiene cliques circulares si admite un orden circular
de sus vértices y un cubrimiento de sus aristas por subgrafos completos que
verifican la propiedad de Helly y estan formados por vértices consecutivos
en dicho orden.

Un grafo G es perfecto si x(H) = w(H) para todo H subgrafo inducido de
G. Un grafo G es Berge si no contiene como subgrafo inducido ni un ciclo
inducido impar de longitud > 5 ni su complemento.

Un grafo G es K-perfecto si su grafo clique K(G) es perfecto.

Un grafo G es clique-perfecto si 7¢(H) = ac(H) para todo H subgrafo
inducido de G.

Un grafo G es coordinado si M (H) = F(H) para todo H subgrafo inducido
de G.

Una completa recopilacién sobre clases de grafos aparece en [17].

1.3 Complejidad algoritmica

Un problema algoritmico 7 (I, Q) consta de un conjunto I de todas las posi-
bles entradas para el problema, llamado el conjunto de instancias, y de una
pregunta @) sobre esas instancias. Resolver uno de estos problemas consiste
en desarrollar un algoritmo cuya entrada es una instancia del problema y
cuya salida es una respuesta a la pregunta del problema.

Decimos que un problema es de decision cuando las posibles respuestas a
la pregunta son SI 6 NO. Por ejemplo, m podria ser el siguiente proble-
ma: “dado un grafo G, ; es balanceado 7”. El conjunto de instancias es
el conjunto de todos los grafos y la pregunta es saber si el grafo dado es
o no balanceado. El problema dado no sélo es de decisiéon sino que, en
particular, es un problema de reconocimiento. Es de sumo interés tanto
desde el punto de vista tedrico como de las aplicaciones estudiar problemas
de reconocimiento para las diferentes clases de grafos.

Un problema es de optimizacién cuando lo que se busca a través de la pre-
gunta es la solucién 6ptima para el problema formulado. Por ejemplo, “dado
un grafo G, § cudl es la menor cantidad de colores necesaria para colorear a
G7

Usualmente, los problemas de optimizacion tienen su variante de decision.
En el caso del coloreo serd: “dado un grafo GG y un entero k positivo, ; existe
un coloreo de G con menos de k colores ?”

Un problema es de enumeracion cuando lo que se busca no es la existencia
de una solucién o la solucién éptima sino la cantidad de soluciones para el
problema formulado. Por ejemplo, “dado un grafo GG y un entero k positivo,
;, de cuantas formas distintas es posible colorear a G con k colores ?”

Diremos que un algoritmo es polinomial cuando el nimero de operaciones
que efectia estd acotado por una funcién polinomial en el tamano de su
entrada. Si el tamano de la entrada es n y la funcién polinomial es f(n),
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decimos que el algoritmo tiene complejidad O(f(n)). Los problemas de de-
cisién para los que existen algoritmos polinomiales constituyen la clase P y
son llamados polinomiales.

Un problema de decisién es no-deterministico polinomial cuando cualquier
instancia que produce respuesta SI posee una comprobacion de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo polinomial en el tamano
de la instancia. Estos problemas de decisién pertenecen a la clase NP.
Claramente, P C NP. Sin embargo, no se sabe si esta inclusién es estricta:
uno de los principales problemas abiertos en informatica tedrica es saber si
P # NP.

Un problema de decision pertenece a la clase co-NP cuando cualquier instan-
cia que produce respuesta NO posee un certificado polinomial en el tamafio
de la instancia.

Sean 71 (11, Q1) y m2(I2, Q2) dos problemas de decisién. Una transformacién
polinomial de 71 en 79 es una funcién f : Iy — I» que satisface las siguientes
dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D € I, D produce respuesta SI para 7 si y sélo
si f(D) produce respuesta SI para .

Una definicién esencial en la teoria de complejidad es la definiciéon de pro-
blema NP-completo. Un problema de decisiéon m pertenece a la clase NP-
completo cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

e m < NP.

e Para todo problema 7’ € NP, existe una transformacién polinomial de
/
7w’ en .

Un problema de decisién m pertenece a la clase NP-hard cuando se satisface
la siguiente condicién:

e Para todo problema 7’ € NP, existe una transformacién polinomial de
/
7w’ en 7.

La teoria de NP-completitud fue iniciada por Cook en 1971 [31]. Alli probé
que el problema de satisfactibilidad de la légica matematica es NP-completo,
en un resultado que se conoce como el Teorema de Cook. Primero Karp [75],
y tiempo después Garey y Johnson [50], presentaron largas listas de proble-
mas NP-completos en el campo de la combinatoria, la logica, la teoria de
conjuntos, la teorfa de grafos y otras dreas de la matematica discreta.

La técnica standard para probar que un problema 7w es NP-completo es
la siguiente: elegir en forma apropiada un problema 7’ que ya sabemos
que es NP-completo y luego probar que m € NP y que 7’ es transformable
polinomialmente en 7. Si s6lo probaramos esta segunda parte, habriamos
probado que el problema 7w es NP-hard.
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No se conoce ningun algoritmo polinomial para resolver un problema NP-
completo. Surge de la definiciéon de NP-completitud que si se encontrara un
algoritmo polinomial para un problema en esta clase, todo problema en NP
serfa polinomial (y estaria probado, en consecuencia, que P = NP).

Similarmente, se define una clase de complejidad para los problemas cuya
respuesta es un nimero natural, en la cual entran la mayoria de los proble-
mas de enumeracién relacionados con problemas NP-completos y algunos
problemas de aritmética como por ejemplo calcular la permanente de una
matriz [118]. Un problema 7 esta en la clase #P si para toda instancia D de
7, cuya respuesta es n, la respuesta posee una comprobacién de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo n.p(|D]), donde p es un
polinomio que depende de 7.

Sean w1 (I1,Q1) y m2(l2,Q2) dos problemas cuyas respuestas son nimeros
naturales. Una transformacién polinomial de 71 en 7o es una funcién
f I — I que satisface las siguientes dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D € Iy, D produce la misma respuesta para
que f(D) para 7.

En forma andloga a los problemas de decisién, un problema 7 pertenece a
la clase #P-completo cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

o T E #P.

e Para todo problema 7’ € #P, existe una transformacién polinomial de
/
7w’ en T.

Un problema 7 pertenece a la clase #P-hard cuando se satisface la siguiente
condicion:

e Para todo problema 7’ € #P, existe una transformacién polinomial de
/
7 en T.

La teorfa de #P-completitud fue iniciada por Valiant en 1977 [118, 119].
Alli probd, entre otros resultados, que el problema de calcular la cantidad de
cliques de un grafo es #P-completo. En base a un resultado de Simon [106],
quien observo que la transformacion genérica utilizada en la demostracién
del Teorema de Cook se podria hacer respetando la cantidad de soluciones, se
puede probar también que el problema de contar la cantidad de valuaciones
distintas que hacen verdadera a una instancia del problema de satisfactibi-
lidad de la légica matematica es #P-completo [92].

Resultados sobre complejidad de algoritmos pueden encontrarse en [50] y [92].
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1.4 Programacion lineal y teoria poliedral

Un poliedro es un conjunto P = {z € R" : Az < b}, donde A € R™*" y
be ™.

Dado un conjunto finito de puntos K = {vy,...,v;} € ", la capsula con-
vexa de K, llamada conv(K), es la interseccién de todos los conjuntos con-
vexos que incluyen a K.

Un conjunto de puntos en R" es convexo si dados dos puntos = e y en el
conjunto, el segmento determinado por ellos pertenece al conjunto.

Una combinaciéon convexa de los puntos de K es un punto v de la forma
v = Zle a;v; cona; >0y Zle «; = 1. Una combinacién convexa se dice
propia cuando al menos dos de los «; son no nulos.

Es un resultado conocido que

t t
conv(K) = {Z%‘Uz‘ ca; >0y Zai = 1}
i=1 i=1

es decir, la capsula convexa de un conjunto K es el conjunto de todas las
combinaciones convexas de los puntos de K.

Dado un conjunto finito de puntos K = {vy,...,v;} CR", el cono determi-
nado por K es cono(K) = { Sy > 0}.

Minkowski demostré que todo poliedro puede ser escrito como P = conv(K)+
cono(K'") para dos conjuntos finitos K y K’ de puntos y, por lo tanto, todo
poliedro resulta ser un conjunto convexo.

El poliedro P es acotado si y sélo si K/ es vacio.

El punto v es un extremo del poliedro P si v no puede ser escrito como
combinacién convexa de dos o mas puntos en P.
Un poliedro se dice entero cuando sus extremos son enteros.

Un problema de programacion lineal es un problema de maximizacién que
tiene la siguiente forma:

z =max{cz : x € P} (1.1)

Donde P = {z : Az < b} es un poliedro y ¢ € R".

Si el problema lineal (1.1) tiene un éptimo, entonces existe un extremo de
P que realiza el éptimo y puede hallarse en tiempo polinomial [76].

Dado un problema de programacion lineal
max{cz : Ax <b, z >0},
definimos su problema dual como:
min{yb: yA > ¢, y > 0}.

Si z es una solucion factible del primal e y es una solucién factible del dual,
entonces cx < yb.
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El teorema de dualidad fuerte dice que el éptimo del problema primal tiene
el mismo valor que el 6ptimo del problema dual [49].

Un problema de programacion lineal entera es un problema de maximizacion
que tiene la siguiente forma:

z=max{cx:xz € P, x € Z"} (1.2)
Donde P = {x : Az < b} es un poliedro y ¢ € R".
El problema de programacion lineal entera es NP-hard [90].

La relajacién lineal de un problema de programacion lineal entera es el pro-
blema de programacién lineal que resulta al eliminar la restriccién
“x e Z™”. Silos extremos de P son enteros, entonces el problema coincide
con su relajacién lineal y puede resolverse en tiempo polinomial.

Resultados sobre teoria poliedral y programacién lineal pueden encontrarse
en [25], [8] y [90].

1.5 Clases de matrices

Una matriz binaria es una matriz A cuyas entradas A(i, j) son ceros é unos.
En general, denotaremos por 1 al vector de unos de la dimensién correspon-
diente en cada caso.

Dada una matriz A, definimos los poliedros P(A4) = {z|Az < 1,z > 0},
Q(A) ={z|]Az > 1,2 >0} y R(A) = {z|Az = 1,z > 0}.

Una matriz binaria A es perfecta cuando los extremos del poliedro P(A) son
enteros.

Una matriz binaria A es ideal cuando los extremos del poliedro Q(A) son
enteros.

Una matriz binaria es balanceada cuando no contiene como submatriz a la
matriz de incidencia de un ciclo impar.

Una matriz binaria es totalmente balanceada cuando no contiene como sub-
matriz a la matriz de incidencia de un ciclo.

Una matriz binaria A es totalmente unimodular si el determinante de cual-
quier submatriz cuadrada de A es 0, 1 6 -1.

Las matrices balanceadas son perfectas e ideales, y tanto las matrices total-
mente balanceadas como las totamente unimodulares, son balanceadas.

Resultados sobre estas clases de matrices pueden encontrarase en [32].



Capitulo 2

Grafos perfectos y sus
variantes

En este capitulo resumiremos los resultados existentes sobre grafos perfectos,
grafos clique-perfectos, grafos coordinados y grafos K-perfectos.
Finalmente, estudiaremos como actiia el operador clique sobre algunas sub-
clases de los grafos perfectos.

2.1 Grafos perfectos

Los grafos perfectos fueron definidos por Claude Berge en el ano 1960 [9], ¥
se convirtieron en uno de los temas mas estudiados en la teoria de grafos.
Hay gran cantidad de trabajos publicados sobre grafos perfectos, entre los
principales podemos destacar la monografia de Golumbic [56] y los trabajos
de Fulkerson [44, 45, 46|, Lovéasz [81, 82] y Chvétal [26].

Recordemos algunas definiciones para un grafo G:

w(G): tamano de una clique maxima de G.

X(G): nimero cromdtico de G, el menor k tal que G es k-coloreable, o equi-
valentemente, el tamano de una particién minima de los vértices de G en
conjuntos de vértices independientes.

a(@): tamano de un conjunto independiente de vértices maximo en G.

k(G): tamano de un recubrimiento minimo de los vértices de G por cliques
de G.

Notemos que para cualquier grafo GG, se verifica
w(G) < x(G) v o(G) < k(G),

y ademas,

a(G) =w(G) v Kk(G)=x(G).

15
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Definicién 2.1 Un grafo G se dice perfecto si w(H) = x(H) para todo
subgrafo inducido H de G.

En 1961, Berge planted la siguiente conjetura: “un grafo es perfecto si y
solo si su complemento lo es”. Fue demostrada luego de mas de 10 anos por
Lovasz e independientemente por Fulkerson, poco después, y hoy se conoce
como el Teorema de los Grafos Perfectos.

Teorema 2.1 (Lovasz, 1972) [81] Dado un grafo G, son equivalentes:
(P1) w(H) = x(H) para todo subgrafo inducido H de G
(P2) a(H) = k(H) para todo subgrafo inducido H de G
(P3) w(H)a(H) > |H| para todo subgrafo inducido H de G

La equivalencia (P;) < (P2) fue demostrada también por Fulkerson [46],
quien para su demostracién desarrollé importantes resultados de teoria po-
liedral.

Definicion 2.2 Diremos que un grafo G es Berge si no contiene como sub-
grafo inducido a Cox41 ni a Copy1 para k > 2.

Dado que los grafos Coi11 v Cor+1 (k> 2) no son perfectos, es claro que
los grafos perfectos son necesariamente Berge. La propiedad reciproca se
conoce como Conjetura Fuerte de los Grafos Perfectos (SPGC).

Conjetura 2.1 (Berge, 1961) [10] Si G es un grafo Berge, entonces es per-
fecto.

Si bien atn no ha sido probada para el caso general se demostré que la

conjetura es cierta para una gran cantidad de clases de grafos.

En 1992 Promel y Steger [99] mostraron que la SPGC es asintéticamente

verdadera: si denotamos por P(n) y B(n) al conjunto de los grafos de n
P(n)|

vértices perfectos y Berge respectivamente, se cumple que limnﬂoo"min)‘ =1.

Definicion 2.3 Un grafo G es minimalmente imperfecto si no es perfecto,
pero todos sus subgrafos inducidos lo son.

Esta nueva definicién da lugar a una versién equivalente de la conjetura.

Conjetura 2.2 (SPGC, segunda versién) Los unicos grafos minimalmente
imperfectos son los grafos Cogr1 y Cogt1-

Esta version de la conjetura dice que no existen grafos Berge minimal-
mente imperfectos. Un grafo con esas caracteristicas se conoce con el nom-
bre de monstruo. Gurvich y Hougardy [62] y Gurvich y Udalov (citado
en [34]), demostraron que un monstruo, de existir, debe tener por lo menos
25 vértices, superando un resultado previo de Lam [77].

Presentamos aqui algunas clases de grafos para las cuales se ha probado la
SPGC:
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Grafos circulares, demostrado por Buckingham y Golumbic [19, 20].
Grafos planares, por Tucker [115, 21].
Grafos con grado mdximo menor que 7, por Grinstead [58].

Grafos pretty, grafos en los cuales todo subgrafo inducido tiene un
vértice v cuya vecindad es {Py,2K>}-free, por Maffray, Porto y Preiss-
mann [85].

La conjetura también estd probada para la clase de grafos F-free (y por lo
tanto para la clase de grafos F-free), para varios grafos F'.
En particular, para todos los grafos F' con |V (F)| = 4:

Py-free, por Seinsche [105].

paw-free, por Parthasarathy y Ravindra [93], Hsu [72].
(Ky-e)-free o sin diamantes, por Tucker [113] y Conforti [28].
Ky-free, por Tucker [116, 114, 111].

Cy-free, por Cornuéjols, Conforti y Vuskovié [30].

Para el caso |V (F')| = 5, la conjetura estd probada para:

bull-free, por Chvatal y Sbihi [27].
dart-free, por Sun [107].

chair-free, por Sassano [104].

La SPGC sigue abierta para otros grafos prohibidos F' de 5 vértices (es claro
que demostrar la conjetura para los grafos Cs-free equivale a demostrar la
conjetura en el caso general). El caso més estudiado es el de F' = Ps, sobre
el cual han trabajado Olariu [91], Maffray y Preissmann [83], y Barré junto
a Fouquet [7], entre otros.

El problema se atacé también desde el punto de vista de los operadores en
grafos, para algunos operadores @, se demostré que la clase de grafos ®(G)
es una clase donde vale la SPGC. Por ejemplo:

e Grafos de linea, basado en resultados sobre grafos K 3-free.

e Grafos totales, por Rao y Ravindra [101]. El grafo total T'(G) de un

grafo G = (V, E) tiene como conjunto de vértices a V U E, donde el
subgrafo inducido por V es G, el subgrafo inducido por E es L(G), y
ademads cada vértice correspondiente a una arista de G es adyacente a
los vértices correspondientes a sus dos extremos.

Grafos triangulares, por Le [79]. El grafo triangular de G, L3(G), tiene
un vértice por cada tridngulo de G, donde dos vértices son adyacentes
en L3(G) si los tridngulos correspondientes de G tienen una arista en
comun.
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Figura 2.1: Grafos con nombre

Existe una versién mas débil de la SPGC que también se mantiene abierta
hasta el presente.

Conjetura 2.3 (Gyarfas, 1987) [67] Existe una funcién f tal que para todo
grafo G Berge, x(G) < f(w(G)).

Esta funcién f claramente debe satisfacer f(z) > x. Notemos que la SPGC
dice que la desigualdad se verifica para la funcién identidad.

Algunos resultados sobre los problemas abiertos mencionados anteriormente,
fueron tratados a partir de esta nueva conjetura. Wagon [120] en primer
lugar y Gyarfas [67], llegaron a los siguientes resultados:

e Para todo grafo Cy-free G, no necesariamente Berge,

X(G) < Sw(G)(w(G) +1)

1
2
e Para todo grafo Ps-free GG, no necesariamente Berge,

X(G) < 4w(G)—l

La importancia de los grafos perfectos, dio lugar a que se definieran diversas
variantes de estos grafos.
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Definicion 2.4 Un grafo G se denomina trivialmente perfecto si, para todo
subgrafo inducido H, se verifica a(H) = |C(H)| (donde |C(H)| es el nimero
de cliques de H).

Wolk [121] y Golumbic [56] probaron el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Sea G un grafo, entonces G es trivialmente perfecto si y solo

st G es {Py, Cy}-free.

Claramente, los grafos trivialmente perfectos son perfectos. Berge en los
anos '60 probd que muchas clases de grafos conocidas son perfectas, como los
grafos de comparabilidad, los grafos bipartitos, los cordales o triangulados,
los grafos totalmente unimodulares y todos sus complementos [9, 10].

2.1.1 Parametros o(G) y k(G)

Dado un grafo G, definimos una matriz clique de G como una matriz bina-
ria Ag tal que sus columnas estan indexadas por los vértices de G, sus filas
estan indexadas por las cliques de G, y Ag(i,7) = 1 siy sélo si el vértice j
pertenece a la clique 1.

Por otra parte, dada una matriz binaria A, definimos su grafo inducido G 4
como el grafo interseccion de sus columnas.

En particular, si G es un grafo, el grafo inducido por Ag es G, y vale lo
siguiente:

Proposicién 2.1 [59] Sea A una matriz binaria. Entonces A es una matriz
clique de su grafo inducido si y sélo si:

(i) A no tiene filas incluidas

(ii) A no tiene columnas nulas

(iii) Las columnas de A verifican la propiedad de Helly

Dado un grafo G de n vértices y k cliques, el problema de encontrar a(G)
6 k(G) se puede formular como un problema de programacién lineal entera
de la siguiente manera:

a(G) =max1-x kE(G) =minl -y
Ag-x <1 y AL y>1
z € {0,1}" y € {0,1}*

donde A, es la matriz transpuesta de Ag.

Definicién 2.5 Una matriz A es perfecta cuando el poliedro P(A) = {z | Az <
1,2 > 0} es entero.
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Definicién 2.6 Una matriz A es ideal cuando el poliedro Q(A) = {x | Az >
1,z > 0} es entero.

Observemos que si G es un grafo tal que Ag es perfecta, entonces el proble-
ma de hallar a(G) se puede resolver con métodos de programacién lineal, y
si AL es ideal, lo mismo pasa para el problema de hallar k(G).

Chvétal demostré un resultado maés fuerte, que ademds da una caracteri-
zacién desde un enfoque distinto para los grafos perfectos.

Teorema 2.3 (Chvétal, 1975) [26] Sea A una matriz binaria sin columnas
nulas. Entonces A es perfecta si y sélo si A sin las filas incluidas es matriz
clique de un grafo perfecto.

2.2 Grafos clique-perfectos

Los grafos clique-perfectos fueron definidos por Guruswami y Pandu Ran-
gan [61] en el ano 2000 y todavia no se conocen muchos resultados en este
tema. Propiedades sobre transversales de las cliques minimos y conjuntos
independientes de cliques méximos han sido estudiadas en [1, 2, 3, 39].
Recordemos algunas definiciones para un grafo G:

Se denomina transversal de las cliques a un conjunto de vértices de G que
interseca a todas las cliques del grafo.

Un conjunto independiente de cliques es un subconjunto de cliques disjuntas
dos a dos.

7¢(G): tamano de un transversal de las cliques minimo en G.
ac(G): tamafio de un conjunto independiente de cliques de G maximo.

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica ac(G) < 7¢(G).

Definicién 2.7 Un grafo G se dice clique-perfecto si ac(H) = 7¢(H) para
todo subgrafo inducido H de G.

Existe también una conjetura sobre una caracterizacién de los grafos clique
perfectos mediante subgrafos prohibidos, planteada originalmente por J.
Szwarcfiter [109] y sobre la cual se trabajé en [59].

Sea G un grafo, C un ciclo de G no necesariamente inducido. Decimos que
una arista de C' es impropia si forma triangulo en G con algtin vértice de C.

Un r-sol generalizado es un grafo que contiene un ciclo (no necesariamente
inducido) C, de r vértices, con r impar, y por cada arista impropia del
mismo, un vértice adyacente unicamente a sus dos extremos.
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@fwa:430

5-soles generalizados 7-soles generalizados

Figura 2.2: Soles generalizados

Conjetura 2.4 [59] Un grafo es clique-perfecto si y sdlo si no contiene un
sol generalizado ni el complemento de un agujero impar no mailtiplo de 3
como subgrafo inducido.

Observemos que no todo grafo perfecto es clique-perfecto, el grafo vikingo
es perfecto pero no clique-perfecto [59] (figura 2.1).

A su vez, no todo grafo clique-perfecto es perfecto, los complementos de
agujeros impares miltiplos de 3 son clique-perfectos pero no perfectos [39].
Sin embargo, vale lo siguiente:

Proposicién 2.2 [59] Sila SPGC es cierta, entonces todo grafo G clique-
perfecto y clique-Helly hereditario es perfecto.

Se han estudiado en la literatura algunas clases de grafos que resultan ser
clique-perfectas. Los grafos fuertemente cordales [61], los grafos de compa-
rabilidad [4], y la clase G [39], la clase de grafos {Fy,W,}-free en los cuales
todo ciclo impar tiene una cuerda corta.

2.2.1 Parametros ac(G) y 7¢(G)

Dado un grafo G de n vértices y k cliques, Ag matriz clique de G, el pro-
blema de encontrar ac(G) 6 7¢(G) se puede formular como un problema de
programacion lineal entera de la siguiente manera [39]:

ac(G) =max1l-x 70(G) =minl-y
Ag e <1 y Ag-y =1
z € {0,1}* y €{0,1}"

donde A, es la matriz transpuesta de Ag.

Observemos que si G es un grafo tal que AL, es perfecta, entonces el proble-
ma de hallar ac(G) se puede resolver con métodos de programacion lineal,
y si Ag es ideal, lo mismo pasa para el problema de hallar 7¢(G).

Observaciéon 2.1 La clase de grafos clique-perfectos no coincide con la
clase de grafos cuya matriz clique transpuesta es perfecta.
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El siguiente grafo tiene matriz clique transpuesta perfecta y no es clique-
perfecto.

0001
0010
5 4 01 0 0 5 4
Ab,=110 1 1
1101
3 6 2 1110 3 6 2
G 11 1 1| H

G no es clique-perfecto porque contiene como subgrafo inducido una piramide
H, donde ac(H) =1y 7¢(H) = 2. Sin embargo, A sin sus filas incluidas
es la matriz clique de un Ky, que es perfecto. Luego, por el Teorema 2.3,
Ag es perfecta.

El siguiente grafo es clique-perfecto y no tiene matriz clique transpuesta
perfecta.

1 2
2

110000 07 1
0110000 "4‘
. s 001 1100]| 7 / @
AL,=10000 110 '

0000011

1001001 6 5

s0—@, (111100 0, H

G

El grafo H inducido por AtG sin sus filas incluidas no es perfecto (contiene un
Cs inducido). Luego, por el Teorema 2.3, A%, no es perfecta. Sin embargo,
es facil verificar que G es clique-perfecto.

2.3 Grafos coordinados

Los grafos coordinados fueron definidos por M. Groshaus [59] en 2001. Dado
un grafo G y un vértice v de G, definimos:

me(v): cantidad de cliques de G que contienen a v.
M(G) = max{ mg(v) | v € G}

F(G): tamano de una particién minima de las cliques de G en conjuntos
independientes de cliques.

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica M(G) < F(G).
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Definicién 2.8 Un grafo G se dice coordinado si M(H) = F(H) para todo
subgrafo inducido H de G.

En [59] se demuestra que los ciclos pares son coordinados y que los ciclos
impares Cyxy1 con k > 2 no lo son, ya que M(Cori1) =2y F(Cori1) =3
para k > 2.

Demostraremos ahora que los complementos de ciclos de longitud mayor
6 igual a 5 y distinta de 6 no son coordinados, con lo cual resulta que los
grafos coordinados son grafos Berge, y de valer la SPGC son grafos perfectos.
Para eso vamos a calcular M (C,,) y |C(C,,)|, y ver algunas cuestiones rela-
cionadas con los conjuntos de cliques independientes de C,, con lo cual

vamos a obtener una cota inferior para F(C),) y ver que F(Cy) > M(C,,).

Llamemos A, a la cantidad de secuencias [ai, a2, ...,as] donde a; € {2,3}
y iy a; =n. Por ejemplo, para n = 7, las posibles secuencias son (2, 2, 3],
[2,3,2] ¥ [3,2,2], por lo tanto A7 = 3.

Sea C,, el complemento de un ciclo inducido v1,vs,...,v,, es decir, v; es
adyacente a v; sii j # ¢ — 1,741 (mddulo n), con n > 5. A partir de ahora,
todas las sumas de indices deberan entenderse médulo n.

Observacion 2.2 Dados dos vértices consecutivos v;, viy+1 toda clique de
C,, contiene a lo sumo uno de ellos.

Demostracion: Dado que una clique es un conjunto completo y en C), v; y
v;41 no son adyacentes, ninguna clique puede contener a ambos vértices. O

Observacion 2.3 Dados tres vértices consecutivos v;, vit1, vit2 toda clique
de C,, contiene por lo menos uno de ellos.

Demostracién: Sea S un subgrafo completo de C), que no contiene a v;, ni
a vi+1, ni a v;yo. Como los tnicos vértices no adyacentes a v;11 son v; y
vit+2, Vi+1 es adyacente a todos los vértices de .5, luego S no es un subgrafo
completo maximal. O

Lema 2.1 El conjunto de cliques de C,, es union disjunta de C
C(vit1) y C(vit2), para cualquier 1 <i < n.

(vi,v343) 2

Demostracion: Primero veamos que los tres conjuntos son disjuntos dos a
dos. C('Ui,vi+3) mC(UiJrl) = (), C(vi,vi+3) ﬂC(UZ'JrQ) =0 y C(UZ'+1) mc(vi+2) =0
ya que por la Observacién 2.2 una clique de C,, contiene a lo sumo uno de
los dos vértices v; ¥ Vit1, Vi+2 ¥V Vi+3, ¥ Vi+1 ¥ Vit+2, respectivamente. Ahora
veamos que C(C,) = C(vi11) UC(vi42) U Clviiss)- Sea M una clique de C,
que no pertenece a C(v;41) U C(viy2), es decir, v;41 ¥ viyo no pertenecen
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a M. Por la Observacién 2.3, por lo menos uno de los tres vértices v,
Vi1 Y Vit+2 pertenece a M, luego v; € M, y por lo menos uno de los tres
vértices vit1, Vira ¥ Vi3 pertenece a M, luego v;43 € M, y por lo tanto
M € C(vi, Oa

Vit3)"

Lema 2.2 En C,, las cliques de C(v;) se pueden poner en correspondencia
biunivoca con las secuencias [a,as, ..., as] donde a; € {2,3} y> .7 ai =n,
y por lo tanto |C(v;)| = Ay.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos suponer ¢ = 1, ya que
el grafo es totalmente simétrico. Sea D € C(v1), D = {vj,, vi,,...,v;, } con
1 =14 <ig < --- < iz Porla Observacién 2.2 debe ser ij11 —i; > 2 e
is < n —1y por la Observacién 2.3 debe ser ij11 —i; < 3 e iy > n — 2.
Entonces a la clique D podemos asignarle la secuencia S(D) = [ig — 11,43 —
9, . .., in—in—1,n+1—1iy], en la cual, como vimos, cada elemento es 2 6 3, y
susuma es (i —i1)+ (ig—i2)+ -+ (in—in—1)+(n+1—iy) =n+1—i3 =n.
A su vez, dada una secuencia S = a1, a2,...,as] donde a; € {2,3} y
>i_,a; = n, podemos asignarle el conjunto de vértices D(S) = {v;,, vi,,
...,v,} donde i1 =1 e d; = i1 +aj—1 para j = 2,...,s. Veamos que
inducen una clique. No hay dos vértices con indices consecutivos, ya que
=1 <ig < < g, ij+1—ij:263,eis§n+1—2:n—1. Luego
D(S) es un conjunto de vértices adyacentes dos a dos. Falta ver que es
maximal. Sea v; distinto de v;,,v;,, ..., v;,. Entonces, o existe un j tal que
1j <1 <1ij41, 015 < i< n. En el primer caso, como ij41 —1i; = 2 6 3, resulta
que =141 —10617=1;+1. En el segundo caso, como iy > n+1—-3 =n—2,
resulta que i = is + 1 6 ¢ = n. En cualquier caso, D(S) U {v;} no induce un
subgrafo completo.

Por dltimo, para ver que la correspondencia es biunivoca basta observar
que las asignaciones son inversas una de la otra, es decir, D(S(D)) = Dy
S(D(S)) = S. Por lo tanto, |C(v;)| = Ap. O

D = {v1,v4,v6,v8} € C(v1) D = {v1,v4,v7} € C(v7)
S(D)=13,2,2,2] S(D) = [3,3,3]

Figura 2.3: Ejemplos de asignacién de secuencias a cliques en Cy
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Teorema 2.4 M(C,) = A,.

Demostracion: Como para todo i = 1,...,n vale mg (v;) = |C(v;)| = Ap,

entonces M (C),) = A,. O

Lema 2.3 En C,, las cliques de Clov;.3) S€ pueden poner en corresponden-
cia biunivoca con las secuencias [ay, as, . .., as] donde a; € {2,3} y> .7 ai =
n —3, y por lo tanto |Cy,,, =A,_3.

Vi43) |

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos suponer ¢ = 1, ya que
el grafo es totalmente simétrico. Consideremos la asignacién de secuencias
a cliques dada en la demostracién del Lema 2.2. Sea D € C(v1). Entonces
D € Cy ) sty s6lo si ap = 3 en S(D), ya que si ap = 2, v3 € Dy
por lo tanto vy ¢ D. Luego utilizando la misma asignacién, las cliques de
Clv;,v;.3) S€ Pueden poner en correspondencia biunivoca con las secuencias

la1,a2,...,as] donde a; € {2,3}, a1 =3y >.7 | a; = n, o equivalentemente,
las secuencias [a1,as, . ..,a;] donde a; € {2,3} y St a; = n — 3. Por lo
tanto, |Cy, v, q)| = An—s. O

Teorema 2.5 |C(Cy)| =24, + A,_s.

Demostracion: Es consecuencia directa de los Lemas 2.1, 2.2 y 2.3. O

Lema 2.4 En C,,, una clique de C(v;) cuya secuencia correspondiente con-
tiene algun 2, solo puede formar parte de una familia de cliques indepen-
dientes de tamano a lo sumo dos.

Demostracion: Sea D una clique de C(v;) cuya secuencia correspondiente
contiene un 2. Luego D contiene a los vértices v; y vj42 para algin j. Por
la Observacién 2.3, cualquier clique de C), contiene por lo menos uno de los
vértices vj, vj41 ¥ vj+2. Luego, cualquier clique de C), independiente con D
contiene a vj41, y por lo tanto dos cliques independientes con D no pueden
ser independientes entre si. O

Teorema 2.6 F(C,) > M(C,), para n > 5,n # 6.

Demostracién: Sea P una particién minima de las cliques de C,, en familias
de cliques independientes. Sea D una clique, v; € D, luego D como clique
de C(v;) se puede representar por una secuencia [ai, as, ..., as] donde a; €
{2,3}y Zf:l a; ="n.

Si n no es miltiplo de 3, necesariamente dicha secuencia contiene algin 2.
Por lo tanto, por el Lema 2.4, la familia de P a la cual pertenece D tiene a
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lo sumo dos elementos. Dado que D era una clique cualquiera, resulta que
toda familia de P tiene a lo sumo dos cliques. Con lo cual,

F(Cn) =|P| = > Ap = M(Cn),

2 2

ya que A, _3 > 0 paran > 5.

Si n es multiplo de 3, n = 3t con t > 3, en C,, hay exactamente tres cliques
que pueden representarse con secuencias de 3: M; = {vi,v4,...,0p-2},
My = {vo,vs,...,0n—1} y M3 = {vs,ve,...,v,}. Entonces, en P puede
haber a lo sumo una familia de 3 cliques independientes y el resto de las
familias de dos cliques independientes. Con lo cual,

F(Cs) = |P| 2 > At = M(Cy),

[C(Cst)| =1 _ 243+ Agi—3 — 1
2 2

ya que As;_3 > 1 para t > 3. o o
Como se ve en la figura 2.4, M(Cs) = F(Cp) = 2. a

Corolario 2.1 C, no es coordinado para n > 5, n # 6.

Demostracion: Es consecuencia directa del Teorema 2.6. O

Figura 2.4: Cg

Corolario 2.2 Los grafos coordinados son grafos Berge.

Demostracion: Se deduce del Corolario 2.1 y del hecho de que los agujeros
impares no son coordinados. O

Como consecuencia de estos resultados y de la SPGC de Berge es natural
formular la siguiente conjetura:

Conjetura 2.5 Los grafos coordinados son perfectos.
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Observemos que el conjunto S de secuencias [a1, ag, . .., as] donde a; € {2,3}
y Yi_ja; =n, n>>5, se puede partir en dos conjuntos disjuntos, segin el
primer elemento de la secuencia. Con un razonamiento similar al utilizado
en la demostracién del Lema 2.3, la cantidad de secuencias de S cuyo primer
elemento es 2 resulta ser A,_s y la cantidad de secuencias de S cuyo primer
elemento es 3 resulta ser A,_3. Por lo tanto la sucesién {A,},>2 puede
calcularse en forma recursiva de la siguiente manera:

Ay=1
Az =1
Ag=1

An = An—2 + An—37 n=>>95
La férmula cerrada para los términos de esta sucesién es de la forma
An = 01)\111 + 02)\3 + 63)\%

donde ¢1, ¢2 y c¢3 son nimeros complejos y A1, A2 y Az son las raices del
polinomio p(x) = 2® — x — 1 [103].

El polinomio p tiene una sola raiz real A1, que verifica 1,3 < A\; < 1,4 y dos
raices complejas conjugadas Ay y A3 de médulo /\% < 1. Por lo tanto, para
valores de n suficientemente grandes, A,, = c¢; A\, y dado que A,, es real y
A1 es real y mayor a 1, ¢; debe ser real también.

De la demostracion del Teorema 2.6 se desprende que

Ap—s—1

5 )
y dado que la sucesién { Ay, }n>0 crece exponencialmente, la familia de grafos
{Cp}n>7 resulta ser una familia de grafos altamente no coordinados (la di-
ferencia entre F'(G) y M(G) puede ser arbitrariamente grande).
En ese sentido, esta familia es similar a la familia de grafos altamente imper-
fectos de Mycielski [89] y a la familia de grafos altamente clique-imperfectos
presentada en [39], donde la diferencia entre x(G) y w(G), y entre 7¢(G) y
ac (@) respectivamente, puede ser arbitrariamente grande.

F(Cn) — M(Cy) >

Otra clase de grafos que no son coordinados son los soles completos impares,
es facil ver que M ((2k + 1)-sol) =3 y F((2k + 1)-sol) = 4.

En el Capitulo 4 de esta tesis presentamos una nueva clase de grafos, los
grafos balanceados, que resultan ser coordinados, y de lo cual se desprende
por ejemplo que subclases de los balanceados como los grafos bipartitos, los
fuertemente cordales, los trivialmente perfectos y los totalmente unimodu-
lares son coordinados.

2.4 Grafos K-perfectos

Los grafos de interseccion han jugado un rol importante en la teoria de grafos
desde hace més de sesenta afios.
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Los grafos clique constituyen una clase de grafos de interseccién que ha sido
estudiada no sélo dentro de ese contexto sino también dentro de la teoria de
operadores de grafos [95].

Muchos resultados pueden obtenerse analizando el grafo clique de un grafo,
algunos de éstos pueden encontrarse en [86] y [95].

Recordemos algunas definiciones:

Sea S una familia finita de subconjuntos no vacios de un conjunto dado.
El grafo interseccién de S se obtiene representando cada subconjunto por
un vértice, donde dos vértices son adyacentes si los subconjuntos correspon-
dientes se intersecan.

Decimos que S satisface la propiedad de Helly cuando toda subfamilia de S
consistente en subconjuntos que se intersecan de a pares tiene interseccién
no vacia.

El grafo clique K(G) de un grafo G es el grafo interseccién de la familia de
cliques de G.

Definicién 2.9 [59] Decimos que G es K-perfecto cuando su grafo clique
K(QG) es perfecto.

Observacion 2.4 Por definicion, la clase de los grafos K-perfectos es la
clase K~ (per fectos).

Un grafo es clique-Helly (CH) si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly.

Un grafo G es clique-Helly hereditario (CHH) si todo subgrafo inducido de
G es clique-Helly.

Prisner da en [97] una caracterizacién de los grafos clique-Helly hereditarios
en términos de subgrafos prohibidos, que ademas conduce a un algoritmo
de reconocimiento polinomial de los mismos.

Teorema 2.7 (Prisner, 1991) [97] Un grafo es clique-Helly hereditario si y
solo si no contiene como subgrafo inducido a ninguno de los grafos de la

Yy

Figura 2.5: Grafos de Hajos

También podemos dar una caracterizacion de los grafos clique-Helly heredi-
tarios basada en propiedades de su matriz clique.
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Teorema 2.8 Un grafo es clique-Helly hereditario si y sélo si su matriz
clique no contiene como submatriz la matriz de incidencia de un tridngulo.

Demostracion:

<) Supongamos que G no es clique-Helly hereditario. Entonces, por el
Teorema 2.7, G' contiene un subgrafo inducido H isomorfo a alguno de los
grafos de la figura 2.5.

En G, v}, vy y v3 pertenecen a una clique My, vy, v y v3 pertenecen a una
clique My y vy, v2 y v§ pertenecen a una clique M3. Parai=1,2,3 v; ¢ M;.
Por lo tanto, tomando las filas de Ag correspondientes a M1, Ms, M3 y las
columnas de A¢ correspondientes a v1, vo, v3, tenemos la matriz de incidencia
de un tridngulo como submatriz de Ag.

=) Supongamos que A tiene la siguiente submatriz, donde M7, Ma, M3 son
cliques de G y v1,v2,v3 son vértices de G:

V1 | U2 | U3
My O] 1|1
My | 1101
Ms|1]1]0

v1, U2 y vy inducen un tridngulo en G, y My, Ms, M3 son cliques de G
tales que v; no pertenece a M;. Si todo vértice de M; fuera adyacente a v;,
entonces M; no seria un subgrafo completo maximal de G. Luego para cada
i = 1,2,3 existe un vértice v, € M; que no es adyacente a v;. El subgrafo
de G inducido por vy, vg,v3, v}, v), v es isomorfo a alguno de los grafos de
la figura 2.5, y por el Teorema 2.7, G no es clique-Helly hereditario. O

Existe una relacién entre la matriz clique de un grafo clique-Helly G y la
matriz clique de K(G).

Teorema 2.9 [59] Sea G un grafo y Ag matriz clique de G. Entonces el
grafo inducido por AL, es K(G), y si G es clique-Helly vale:
(i) Ak (@) se obtiene a partir de AtG eliminando las filas incluidas.

(ii) Los poliedros P(Ak ) y P(Ag) coinciden.

A partir el teorema de Chvéatal (Teorema 2.3) sobre grafos perfectos y matri-
ces perfectas, y utilizando el Teorema 2.9, obtenemos el siguiente resultado:
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Corolario 2.3 Sea G un grafo y Ag matriz clique de G, entonces AL, es
perfecta si y solo si G es clique-Helly y K-perfecto.

Demostracion:

=) Supongamos que A}, es perfecta. Entonces, por el Teorema 2.3, Al
sin las filas incluidas (llamémosla A) es matriz clique de un grafo perfecto.
Por la Proposicién 2.1, las columnas de A verifican la propiedad de Helly.
Como la diferencia entre AL y A son las filas incluidas, un conjunto de
columnas tiene interseccién no vacia en A si y sélo si tiene interseccién no
vacia en A"C. Por lo tanto las columnas de AE, que son las filas de Ag,
verifican la propiedad de Helly. Con lo cual G es clique-Helly. Entonces, por
el Teorema 2.9, A es Ag(q), luego K(G) es perfecto. Entonces G resulta
clique-Helly y K-perfecto.

<) Supongamos que G es clique-Helly y K-perfecto. Entonces, por el Teo-
rema 2.9, AtG sin las filas incluidas es la matriz clique de K(G), que es un
grafo perfecto. Y por el Teorema 2.3, AL, resulta ser una matriz perfecta. O

2.4.1 Relaciones entre los parametros

Dado que los pardametros M, F, ac y 7¢ se refieren a las cliques del grafo
y los parametros x, w, a y k tienen que ver con propiedades de los vértices
del grafo, resulta natural plantearse la relacién que puede haber entre el
primer grupo de parametros mirados en un grafo G y el segundo grupo de
parametros mirados en su grafo clique K(G).
En efecto, valen las siguientes relaciones:
Proposicién 2.3 [59] Sea G un grafo:

(i) F(G) = x(K(G))

(ii) M(G) < w(K(G))

(iii) Si G es clique-Helly entonces M (G) = w(K(G))

Proposicién 2.4 [59] Sea G un grafo:
(i) ac(G) = a(K(G))
(ii) 70(G) = k(K(G))
(iii) Si G es clique-Helly entonces 7¢(G) = k(K(G))
A partir de estas propiedades, se podria pensar que los grafos coordina-

dos, clique-perfectos y K-perfectos coinciden, al menos dentro de la clase de
grafos clique-Helly.

Pero veamos el siguiente ejemplo:

Sea G un grafo cualquiera y consideramos el grafo G que se obtiene agre-
gandole a G un vértice v universal.
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El conjunto de cliques de G es C(GT) = {M U {v} | M € C(G)}.

G™ resulta ser clique-Helly, ya que la familia de todas las cliques de G
tiene interseccién no vacia (v pertenece a esa interseccion).

Ademsas, dado que todo par de cliques de GT se intersecan en v, K(G%) es
un grafo completo y todo grafo completo es perfecto, con lo cual GT resulta
ser K-perfecto.

Si bien M(G1) = F(G") =|C(Q)| y ac(G") = 7¢(GT) = 1, las igualdades
no tienen porqué valer para los subgrafos inducidos. En particular, G es un
subgrafo inducido de G, y habiamos dicho que G era un grafo cualquiera.

&
/"N 'y

Figura 2.6: Ejemplo de un grafo clique-Helly hereditario y K-perfecto que
no es clique-perfecto ni coordinado.

Si por ejemplo tomamos G = Cs, resulta G* = W; (figura 2.6). Ws es
clique-Helly, més aun, clique-Helly hereditario y K-perfecto. Sin embargo
no es clique-perfecto ni coordinado porque contiene como subgrafo inducido
a (5. Con lo cual, vale que

clique-Helly hereditario y K-perfecto #- clique-perfecto o coordinado.

A su vez, consideremos este otro ejemplo:

o——©
M,

Figura 2.7: Ejemplo de un grafo clique-Helly hereditario, clique-perfecto
y coordinado cuyo grafo clique no es perfecto.
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El grafo de la figura 2.7 es clique-Helly hereditario, clique-perfecto y coor-
dinado. Sin embargo, su grafo clique no es perfecto ya que contiene como
subgrafo inducido a (5. Con lo cual, vale que

clique-Helly hereditario, clique-perfecto y coordinado # K-perfecto.

2.4.2 Grafos clique-perfectos. y coordinados,

Como podemos ver en los ejemplos anteriores, imponer condiciones a los
subgrafos inducidos de G no es suficiente para obtener resultados que valgan
en los subgrafos inducidos de K(G), e imponer condiciones a los subgrafos
inducidos de K(G) no es suficiente para obtener resultados que valgan en
los subgrafos inducidos de G.

Esto es bastante 16gico, ya que si observamos la figura 2.7, podemos ver que
C'5 es un subgrafo inducido de K(G), pero en el grafo G no hay ningtin sub-
grafo inducido cuyo grafo clique sea C5. A su vez, observando la figura 2.6,
podemos ver que Cs es un subgrafo inducido de G, pero no existe en K(G)
ningun subgrafo inducido isomorfo a K (Cs).

La busqueda de condiciones necesarias y suficientes sobre un grafo G para
que K (G) sea perfecto, y en particular la busqueda de subgrafos de G cuyos
grafos clique sean subgrafos inducidos de K(G), dio origen a una nueva
definicién de subgrafos, los subgrafos clique, y a dos nuevas variantes de
grafos, los clique-perfectos, y los coordinados,.

Sea G un grafo y sean {My, My, ..., My} las cliques de G. Dado un sub-
conjunto {i1,...,is} C {1,2,...,k}, notaremos Gj, . ;, al subgrafo de G
formado por los vértices y las aristas que aparecen en M;,, ..., M;,.

Definicién 2.10 Gj, . ;, es un subgrafo clique de G siy sélo si toda clique
de Gy, ..., es una clique de G.

s

Figura 2.8: Ejemplos de subgrafos

FEn la figura 2.8 podemos observar que no todo subconjunto de cliques forman
un subgrafo clique ni todo subgrafo inducido es un subgrafo clique (Gy) y
no todo subgrafo clique es inducido (G3). Mas ain, vale lo siguiente:
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Teorema 2.10 [59] Sea G un grafo. Entonces todos sus subgrafos clique
son inducidos si y solo si G es { Py, Cy}-free.

De los Teoremas 2.2 y 2.10, se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.4 Sea G un grafo. Entonces todos sus subgrafos clique son in-
ducidos si y sélo si G es trivialmente perfecto.

Definicién 2.11 [59] G se dice clical si para todo subconjunto {i1, 2, ..., s},
las cliques de Gy, ... ;, son exactamente M;,,..., M;,.

E]

M u M, M M,
G CIP

Figura 2.9: Grafo no clical

No todo grafo es clical. Por ejemplo en la pirdamide, el subgrafo clique G123
contiene también a My como clique (figura 2.9).

Teorema 2.11 [59] G es clical si y sdlo si no contiene como subgrafo in-
ducido a ninguno de los grafos de la figura 2.5.

Por el Teorema 2.7, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.5 G es clical & G es clique-Helly hereditario.

Definicion 2.12 Una propiedad en grafos es clique-hereditaria cuando se
verifica que si un grafo tiene la propiedad, cualquier subgrafo clique de él
también la tiene.

Observacién 2.5 De esta equivalencia resulta que la propiedad clical es
hereditaria, y como la propiedad clical es claramente clique-hereditaria, re-
sulta también que la propiedad CHH es clique-hereditaria.

Con respecto a los subgrafos clique, tenemos la siguiente propiedad:
Proposicién 2.5 [59] Sea G un grafo,
(i) H es subgrafo clique de G = K(H) es subgrafo inducido de K(G).

(ii) Si G es clique-Helly hereditario, entonces todo subgrafo inducido de
K(QG) es el grafo clique de algin subgrafo clique de G.
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Definicién 2.13 Un grafo G se dice coordinado. si M(H) = F(H) para
todo subgrafo clique H de G.

Definicién 2.14 Un grafo G se dice clique-perfecto. si ac(H) = 1c(H)
para todo subgrafo clique H de G.

Ahora si, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.12 [59] Si G es K-perfecto y clique-Helly entonces es coordinado,
y clique-perfecto,.

Teorema 2.13 [59] Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Entonces, son
equivalentes:

(i) G es clique-perfecto,

(ii) G es coordinado,

(iii) M(H)ac(H) > |C(H)| para todo subgrafo clique H de G
(iv) G es K-perfecto
(

V) AtG es una matriz perfecta

2.5 Grafos clique de grafos perfectos

Uno de los problemas abiertos méas notorios en el campo de la teoria de grafos

es la complejidad computacional del reconocimiento de los grafos clique.
Hamelink dio una caracterizacién parcial de los grafos clique en 1968, demostrando
que todo grafo clique-Helly es grafo clique de algiin grafo. Para ésto, realizé

la siguiente construccién:

Definicién 2.15 Definimos el grafo H(G) donde V(H(G)) = {q1, 2, - - - , g,
wy,wa, ..., Wy}, cada ¢; corresponde a la clique M; de G y cada w; co-
rresponde al vértice v; de G. Las aristas de H(G) son las siguientes: los
vértices q1,q2, . . ., qr inducen el grafo K(G), los vertices wy,ws, ..., w, son
un conjunto independiente y w; es adyacente a g; si y s6lo si v; pertenece a
la clique M; en G.

Teorema 2.14 (Hamelink, 1968) [68] Sea G un grafo clique-Helly y H(QG)
como en la definicion anterior. Entonces las cliques de H(G) son N |w;]
para cada i, los w; son vértices uniclicales de H(G) y K(H(G)) =G.

A su vez dio una condicién suficiente para que un grafo no sea grafo clique:

Teorema 2.15 (Hamelink, 1968) [68] Un grafo H que contenga una clique
T de 3 vértices {z,y,z} y otras 3 cliques A, B y C tales que TNA = {z,y},
TNB={y,z} yTNC ={xz,z}, no es el grafo clique de ningin grafo.
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b
)

M, M,

Figura 2.10: Grafos clique

Por ejemplo, de este teorema se desprende que ninguno de los grafos de la
figura 2.5 es grafo clique. Y por lo tanto si para un grafo G se tiene que
todo subgrafo inducido de K(G) es grafo clique de algin subgrafo de G,
necesariamente K (G) es clique-Helly hereditario.

Grafos distintos pueden tener el mismo grafo clique (figura 2.10), con lo cual
resulta que el operador K no es inyectivo ni sobreyectivo.

Roberts y Spencer en 1971 [102] extendieron la caracterizacion de Hamelink
a una caracterizacién completa.

Teorema 2.16 (Roberts y Spencer, 1971) [102] Un grafo H es grafo clique
sty solo si existe una familia de subgrafos completos de H que satisface la
propiedad de Helly y cubre todas las aristas de H.

Sin embargo, ningin algoritmo eficiente ha podido ser formulado en funcién
de esa caracterizacion.

Los grafos clique de varias clases de grafos ya fueron caracterizados. Al-
gunas de esas clases son los drboles [70], los grafos de intervalos [71], los
grafos cordales [15] y los grafos arco-circulares Helly [38]. No se conoce una
caracterizacién para los grafos clique de los grafos perfectos.

Dadas dos clases de grafos £ y ‘H, decimos que K (L) = H si para todo grafo
G € L, vale que K(G) € 'H y para todo grafo F' € H existe un grafo G € £
tal que K(G) = F.
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Decimos que una clase H es fija bajo el operador K cuando K(H) = H,
y decimos que dos clases £ y H son clique-duales cuando K (L) = H 'y
K(H)=L.

Varias clases de grafos resultan ser fijas bajo el operador K, entre ellas los
grafos clique-Helly [42], los grafos clique-Helly hereditarios [97], los grafos
disk-Helly [6], los grafos fuertemente cordales [6], los grafos de Ptolomeo [6],
los grafos de bloque [6] y los grafos sin diamantes [24].

También hay varios pares de clases clique-duales conocidos, en [80] se de-
muesta que los grafos circulares Helly tienen una clase dual (los grafos dual-
mente circulares Helly) y que ambas clases son distintas.

A continuacién vamos a probar que las clases de grafos perfectos N clique-
Helly y K-perfectos N clique-Helly son clique-duales y distintas, y las clases
perfectos N CHH y K-perfectos N CHH son clique-duales y distintas.

También vamos a caracterizar la clase clique de los grafos trivialmente per-
fectos, que resultan ser los grafos Ps-free, o equivalentemente, aquellos grafos
cuyas componentes conexas son grafos completos.

Veamos primero algunas propiedades del grafo H(G) construido por Hame-
link. Existe una relacién entre la matriz clique de un grafo clique-Helly G y
la matriz clique de H(G).

Teorema 2.17 Sea G un grafo clique-Helly de n vértices. Entonces la ma-
triz clique de H(G) es Apqy = AL | I, es decir, la matriz transpuesta de
Ag pegada a una matriz identidad de n X n.

Demostracion: Sea G un grafo de vértices v1,...,v, y cliques My, ..., M
con matriz clique Ag. Observemos que cada columna i de Ag correspon-
diente a un vértice v; de G es el vector caracteristico de C(v;) (tiene 1’s en
las filas correspondientes a las cliques de G a las cuales pertenece v;).

Por el Teorema 2.15 las cliques de H (G) son Ny q)[wi] = {g;|M; € Cq(vi)}U
{wi}, y por lo tanto Ag ) = AL, | I,,, donde cada fila i corresponde a la
clique N (y[wi], las primeras k columnas (filas de Ag) corresponden a
los vértices q1,...,qr de H(G) y las n columnas restantes (de la matriz
identidad) corresponden a los vértices uniclicales wy, .. ., wy,. O

Podemos también pensar a H como un operador que transforma un grafo
en otro grafo, y vale lo siguiente:

Teorema 2.18 H es un operador inyectivo de CH en CH, que ademas
manda CHH en CHH yCH\CHH en CH\ CHH.

Demostracion: Primero veamos que H es inyectivo de CH en la clase de los
grafos. Supongamos que H(G1) = H(G2), con G y Go grafos clique-Helly.
Entonces, por el Teorema 2.15, G; = K(H(G1)) = K(H(G2)) = Ga.
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Veamos ahora que si G es clique-Helly entonces H(G) también. Si G es
clique-Helly, por el Teorema 2.17 la matriz clique Apg) = AtG | I,. Ob-
servemos que una familia de filas {i1,...,7s} de Ap(g) tiene interseccién no
vacia si y sélo si la familia de columnas {i1,...,is} de Ag tiene interseccién
no vacia (dos filas de A () no pueden intersecarse en la parte correspondien-
te a la matriz identidad). Entonces las filas de Ap(q) verifican la propiedad
de Helly si y sélo si las columnas de Ag verifican la propiedad de Helly, y
ésto es verdadero por el Teorema 2.1.

Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Por el Teorema 2.17 la matriz
clique Ag(q) = AL, | I,. Supongamos que Ap (@) contiene como submatriz
la matriz de incidencia de un tridngulo, llamémosla B. Como B tiene dos
I’s por columna, resulta que B debe ser submatriz de Al,, y por lo tanto
B! es submatriz de Ag. Pero B! también es matriz de incidencia de un
tridngulo, luego por el Teorema 2.8 G no es clique-Helly hereditario, lo cual
contradice la hipétesis. Por lo tanto Ap(g) no contiene como submatriz la
matriz de incidencia de un tridngulo y nuevamente por el Teorema 2.8 H(G)
es clique-Helly hereditario.

Supongamos ahora que G € CH \ CHH. Entonces Ag contiene como
submatriz la matriz de incidencia de un tridngulo y por lo tanto AL (y
en consecuencia Apg)) contiene como submatriz la matriz de incidencia
de un tridngulo, luego H(G) no es clique-Helly hereditario, sin embargo es
clique-Helly por lo demostrado anteriormente. O

Observacion 2.6 Si L y H son clases de grafos clique-Helly tales que:
i)GeH=K(G)eL
(i) FeL=H(F)eH

entonces K(H) = L.

Teorema 2.19 (Escalante, 1973) [42] Si G es un grafo clique-Helly, en-
tonces K%(G) es un subgrafo inducido de G.

Corolario 2.6 Si G es un grafo clique-Helly y perfecto, entonces K*(G) es
perfecto.

Demostracion: Por el Teorema 2.19, K?(G) es un subgrafo inducido de G.
Entonces todo subgrafo inducido H de K?(G) es un subgrafo inducido de G
y como G es perfecto, w(H) = x(H). Por lo tanto K%(G) es perfecto. O

Juntando este resultado con que las clases de grafos clique-Helly y CHH son
fijas bajo el operador K, obtenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.20 [59] SiG es un grafo perfecto y clique-Helly, entonces K(G)
es K-perfecto y clique-Helly.
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Corolario 2.7 [59] Sea G un grafo perfecto y clique-Helly, entonces K(G)
es clique-perfecto. y coordinado,.

Teorema 2.21 [59] Si G es un grafo perfecto y clique-Helly hereditario,
entonces K(G) es K-perfecto y clique-Helly hereditario.

Lema 2.5 Sea G un grafo y v un vértice de G tal que N[v]| induce un
subgrafo completo en G. Entonces G es perfecto si y sélo si G — {v} lo es.

Demostracion:
=) Todo subgrafo inducido H de G — {v} es un subgrafo inducido de G y
como G es perfecto, w(H) = x(H). Por lo tanto G — {v} es perfecto.

<) Sea G un grafo de n vértices tal que G — {v} es perfecto. Sea H un
subgrafo inducido de G. Si v no pertenece a H, entonces H es un subgrafo
inducido de G—{v} y por lo tanto w(H) = x(H). Siv pertenece a H, H—{v}
es un subgrafo inducido de G —{v} y por lo tanto w(H —{v}) = x(H — {v}).
La vecindad de v en H es un completo, luego | N (v)| < w(H — {v}). Veamos
los dos casos posibles:

e Si [IN(v)| < w(H — {v}), entonces w(H) = w(H — {v}) y un coloreo
6ptimo de H — {v} puede extenderse a un coloreo de H con igual
cantidad de colores, ya que como |[N(v)| < x(H — {v}), es posible
colorear v con alguno de los x(H — {v}) colores. Por lo tanto x(H) =
Y(H — {0}) = w(H — {v}) = w(H).

e Si |N(v)| =w(H —{v}), entonces w(H) = w(H —{v})+1 y un coloreo
6ptimo de H — {v} puede extenderse a un coloreo de H eligiendo

un nuevo color para v, y por lo tanto x(H) = x(H — {v}) +1 =
w(H —{v}) +1=w(H).

Luego G es perfecto. O

Teorema 2.22 Sea G un grafo. Entonces G es K-perfecto si y sdlo si H(Q)
es perfecto.

Demostracion: Sea G un grafo y Go = H(G) como en la definicién 2.15.
Definimos G1 = Go — {wl}, G2 = G1 — {wz}, ey Gn = Gn—l — {wn} =
K(G). Observemos que para todo 1 < i < n, N[w;]| es completo en G;_;.
Por definicién N (w;) es el conjunto de vértices correspondientes a las cliques
de G que contienen a w;. Estas cliques se intersecan dos a dos en G (v;
pertenece a todas ellas) y por lo tanto inducen un subgrafo completo en
K(G). Entonces, por definicién de H(G), N|w;] es completo en H(G) y en
consecuencia, también en G;_1.

Ahora, aplicando n veces el Lema 2.5, H(G) = Gy es perfecto < G es
perfecto < Go es perfecto & - - & G, = K(G) es perfecto. O

Combinando los teoremas anteriores obtenemos como corolario la dualidad
entre las clases de grafos perfectos y K-perfectos dentro de los grafos clique-
Helly y CHH.
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Corolario 2.8 Las clases perfectos N clique-Helly y K-perfectos N clique-
Helly son clique-duales.

Demostracion: Sea H=perfectos N clique-Helly y L=K-perfectos N clique-
Helly. Por el Teorema 2.20, G € H = K(G) € L. Por los Teoremas 2.22
y 218, F € L = H(F) € H. Por ultimo, por la observacién 2.6 tenemos
que K(H) = L.

Por definicién de grafo K-perfecto y dado que la clase clique-Helly es fija,
G € L = K(G) € H. Por el Teorema 2.18, si F' € H entonces H(F) es
clique-Helly, y como K(H(F)) = F que es perfecto, resulta que F' es K-
perfecto. Luego FF € H = H(F) € L. Por ultimo, por la observacién 2.6
tenemos que K (L) = H. O

Corolario 2.9 Las clases perfectos N CHH y K-perfectos N CHH son clique-
duales.

Demostracion: Sea H=perfectos N CHH y L=K-perfectos N CHH. Por
el Teorema 2.21, G € H = K(G) € L. Por los Teoremas 2.22 y 2.18,
F € L = H(F) € H. Por dltimo, por la observaciéon 2.6 tenemos que
K(H)=L.

Por definicién de grafo K-perfecto y dado que la clase CHH es fija, G €
L = K(G) € H. Por el Teorema 2.18, si F' € H entonces H(F') es CHH,
y como K(H(F)) = F que es perfecto, resulta que F' es K-perfecto. Luego
F € H = H(F) € L. Por ultimo, por la observacién 2.6 tenemos que
K(L)="H. O

Figura 2.11: Como se ve en la figura, las clases son distintas.

De las clases de grafos que estudiamos hasta ahora, sélo faltan analizar los
grafos clique de los grafos trivialmente perfectos (que por el Teorema 2.2
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son equivalentes a los grafos { Py, Cy}-free). Estos resultan ser los grafos Ps-
free, o equivalentemente, los grafos cuyas componentes conexas son grafos
completos (al no haber vértices a distancia 2, dados dos vértices, o son
adyacentes o no existe un camino entre ellos), o equivalentemente, los grafos
tales que para todo subgrafo inducido H vale ac(H) = |C(H)|.

Teorema 2.23 K ({Py,Cy}-free) = Ps-free C { Py, Cy}-free.

Demostracion: Sea G un grafo { Py, C4}-free. Supongamos que en G hay
tres cliques My, My y M3 que inducen un P3 en K(G), es decir, M1NMy # 0,
MoynN Mz # Oy Msn My = 0. Sean vy € My N Ms y vg € My N M. Como
M3zNM; =0, vy & Mgy vy & M. Luego debe existir vy € M3 no adyacente
a v9 vy v1 € M7 no adyacente a vs. v1,v2,v3 y v4 inducen un C4 o un P, en
G segun v y v4 sean o no adyacentes, lo que contradice la hipétesis. Luego
K(G) es Ps-free.

Sea G un grafo Ps-free, formado por M1, Ms, ..., M, donde M; es un com-
pleto de n; vértices. Claramente, G es clique-Helly dado que todas sus
cliques estan aisladas. H(G) es el grafo formado por Ei, Fa, ..., Ej donde
E; es una estrella de n; + 1 vértices. Luego H(G) es { Py, Cy}-free.

Por la observacién 2.6, K ({ Py, Cy}-free) = Ps-free.

Por dltimo, dado que tanto Py como C4 tienen a P3 como subgrafo inducido,
es claro que un grafo Ps-free es { Py, Cy}-free. O

Corolario 2.10 Si G es trivialmente perfecto y conexo, entonces K*(G) es
trivial.

Demostracion: Es facil ver que el grafo clique de un grafo conexo es conexo.
Sean M y M’ dos cliques de G conexo. Sean v € M yv' € M', eq,es,...,es
las aristas de un camino de v a v’ en G. Cada e; estd al menos en una clique
M; de G, vy M; = M4 éMiﬂMH_l 7&@ Ademas, M = My 6 M N M, 7&@
y My = M 6 My M # (. Entonces M, My, M, ..., My, M’ inducen un
camino (no necesariamente simple) entre M y M’ en K(G).

Sea G trivialmente perfecto y conexo. K (G) es conexo y por el Teorema 2.23
resulta ser completo, luego tiene una sola clique. Entonces K?(G) es el grafo
trivial (el grafo de un solo vértice). O



Capitulo 3

Complejidad computacional
de todos los parametros

Diversos problemas algoritmicos con importancia desde el punto de vista
tedrico y con una gran cantidad de aplicaciones han sido estudiados en la
literatura para la clase general de los grafos y para muchas de sus sub-
clases. Los problemas de conjunto independiente méximo, ntimero e indice
cromatico, clique maxima, conjunto dominante minimo, circuito hamilto-
niano, isomorfismo, son algunos de los mas conocidos.

Enfocaremos nuestra atencion en este trabajo sobre los ocho problemas de
optimizacion relacionados con las clases de grafos presentadas en el capitulo
anterior: clique maxima, cantidad méaxima de cliques por vértice, niimero
cromatico, particién minima de las cliques en conjuntos independientes, con-
junto independiente m&aximo, conjunto independiente de cliques maximo,
cubrimiento minimo de cliques por vértices y cubrimiento minimo de vértices
por cliques, y sus problemas de decision asociados. Los resultados de este
capitulo aparecen en [13].

La complejidad de varios de estos problemas ha sido estudiada para la clase
general de los grafos y varias de sus subclases. Se sabe que para los grafos
perfectos los problemas de clique maxima, nimero cromatico, conjunto in-
dependiente méximo y cubrimiento minimo de vértices por cliques son poli-
nomiales [60], sin embargo la complejidad del problema de reconocimiento
de la clase de grafos perfectos es desconocida hasta el momento, atin en el
caso de valer la SPGC.

Estudiaremos a continuacion la complejidad de los ocho problemas men-
cionados en la clase de grafos clique-Helly hereditarios.

También analizaremos la complejidad de dos de los mismos con respecto a

la clase #P, a partir de un resultado de Valiant, quien demostré en [119]
que el problema de calcular cudntas cliques tiene un grafo es #P-completo.

41
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3.1 Clique maxima

El problema de la clique méxima en un grafo G consiste en encontrar w(G),
es decir, el mayor entero k tal que existe un subgrafo completo de G de
tamano k. Su problema de decisiéon asociado es:

CLIQUE
INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K < |V
PREGUNTA: ; Existe en G una clique de tamano > K ?

El problema CLIQUE es NP-completo para la clase general de los grafos [75].
Es polinomial para grafos G con A(G) acotado [50], para grafos planares [50],
para grafos de linea [50], para grafos cordales [53], para grafos de compa-
rabilidad [43], para grafos circulares [54], para grafos arco-circulares [55] y
para grafos perfectos [60].

En [97], Prisner prueba que en un grafo clique-Helly hereditario toda clique
no trivial tiene una arista uniclical, luego la cantidad de cliques no triviales
esta acotada por la cantidad de aristas. Dado que la cantidad de cliques
triviales en un grafo esta acotada por la cantidad de vértices, resulta que la
cantidad de cliques en un grafo clique-Helly hereditario es O(n + m).

Por otra parte, existe un algoritmo que calcula todas las cliques de un grafo
en tiempo O(m.n.k), donde n es el nimero de vértices, m el nimero de
aristas y k el nimero de cliques del grafo [110].

Entonces la matriz clique de un grafo clique-Helly hereditario tiene tamano
polinomial y puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamano del
grafo.

Con lo cual, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1 El problema CLIQUE es polinomial para grafos clique-Helly
hereditarios.

Demostracion: La matriz clique Ag de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamano del grafo. Luego
calcular w(G) = max; Zj Ac(i,7) es polinomial en el tamano de G, y por
lo tanto el problema CLIQUE es polinomial para grafos clique-Helly heredi-
tarios. O
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3.2 Numero cromatico

El problema del ntimero cromdtico x(G) en un grafo G, consiste en encon-
trar el menor entero k tal que existe un coloreo de los vértices de G con
k colores en el cual dos vértices adyacentes no tengan el mismo color. Su
problema de decisién asociado es:

K-COLOREO
INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K < |V|
PREGUNTA: ; Existe en G un coloreo con menos de K colores ?

El problema K-COLOREO es NP-completo para la clase general de los grafos
[75]. Es polinomial para K = 2, pero sigue siendo NP-completo para K
fijo con K > 3 [50]. Para K = 3 es NP-completo ain para grafos G
planares con A(G) < 4 [51] y para los grafos interseccién de segmentos
en el plano [40]. Para un K arbitrario (que por ejemplo, podria depender
de |V']), el problema es NP-completo para grafos circulares y arco-circulares,
sin embargo para grafos arco-circulares el problema es polinomial para todo
K fijo [52]. El problema general puede ser resuelto en tiempo polinomial
para grafos de comparabilidad [43], para grafos cordales [53], para grafos G
con A(G) < 3 [50] y para grafos perfectos [60].

Teorema 3.2 El problema 3-COLOREO es NP-completo para grafos clique-
Helly hereditarios.

Demostracion: Vamos a ver que 3-COLOREO en el caso general, que como
mencionamos anteriormente es NP-completo [50], se reduce polinomialmente
a 3-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios.

Dado un grafo G = (V, E), vamos a construir en tiempo polinomial un grafo
G' = (V', E') clique-Helly hereditario y de forma tal que G’ es 3-coloreable si
y sblo si G es 3-coloreable. La transformacién es similar a la utilizada en [50]
para demostrar que el problema de 3-coloreo en grafos G con A(G) < 4 es
NP-completo, y es la siguiente:

Sea Hj el grafo de la figura 3.1, con 3 vértices de salida rotulados como 1, 2
y 3. Para k > 4 construimos el grafo Hy con k vértices de salida agregando a
Hj;._1 una copia de Hj3 haciendo coincidir su vértice 1 con el £k —1 del Hy_1.
Los vértices de salida son los de grado dos, renombrando 2 y 3 del H3 como
k—1y k en el grafo Hx. En la figura 3.1 se ve Hs.

Se puede ver que para todo k > 3, se verifica:

(1) Hy, tiene 7(k — 2) + 1 vértices, incluyendo los k vértices rotulados.

(2) Los vértices de Hy, tienen grado a lo sumo 4.

(3) Cada vértice de salida de Hj, tiene grado 2.

(4) Hy, es 3-coloreable, pero no 2-coloreable, y todo 3-coloreo de Hy, le asigna
el mismo color a todos sus vértices de salida.

Sean vy, v, . .., v, los r vértices de G de grado > 4. Construimos la secuencia
de grafos G = Go,G1,...G, = G’ donde cada G;, 1 < ¢ < r, se obtiene a
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2 2 3 4
1‘63%3 1‘§3¥§5¥§3¥5

Figura 3.1: Los grafos Hz y Hs.

partir de G;_1 de la siguiente manera: sea d el grado de v; en G;_1 y sean
(u1,v;), (u2,v;), ..., (ug,v;) las aristas que involucran a v;, entonces en Gj
se reemplaza v; por el grafo H; y cada arista (u;,v;) por una arista que une
u; con el vértice rotulado con j en Hy.

[ AN

Figura 3.2: Ejemplo de la transformacion de una instancia de 3-COLOREO
a una de 3-COLOREO en CHH.

Por (4) resulta que G’ es 3-coloreable si y sélo si G lo es, y por otro lado
tenemos que los tnicos vértices de grado 4 de G’ son los vértices no rotulados
de los Hy, entonces G’ no contiene ninguno de los grafos de la figura 2.5 como
subgrafo inducido, por lo tanto G’ es clique-Helly hereditario. O

Teorema 3.3 El problema K-COLOREO es NP-completo para grafos clique-
Helly hereditarios.

Demostracion: 3-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios se reduce
trivialmente a K-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios, y por el teo-
rema anterior resulta que K-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios
es NP-hard. Por ultimo, como K-COLOREO € NP en el caso general, K-
COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios es NP-completo. O
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3.3 Conjunto independiente maximo

El problema del conjunto independiente méaximo en un grafo G consiste
en encontrar «(G), es decir, el mayor entero k tal que existe un subgrafo
inducido de G sin aristas de tamafio k. Su problema de decisién asociado es:

CONJUNTO INDEPENDIENTE

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K < |V/|
PREGUNTA: ; Existe en G un conjunto de vértices independientes, de
tamano > K ?

El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE es NP-completo para la clase
general de los grafos. Sigue siendo NP-completo para grafos totales de grafos
bipartitos [50] y para grafos sin tridngulos [94]. Es polinomial para grafos
bipartitos, para grafos de linea, para grafos G con A(G) < 2 [50], para
grafos cordales [53], para grafos circulares [54], para grafos arco-circulares
[55], para grafos de comparabilidad [57] y para grafos perfectos [60].

Teorema 3.4 El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE es NP-completo
para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostracion: Observemos que por el Teorema 2.7 un grafo sin triangulos
es clique-Helly hereditario.

Dado que el problema CONJUNTO INDEPENDIENTE € NP en el caso ge-
neral y es NP-completo para grafos sin tridngulos [50], resulta que es NP-
completo para grafos clique-Helly hereditarios. O

3.4 Cubrimiento minimo de vértices por cliques

El problema del cubrimiento minimo de vértices por cliques en un grafo GG
consiste en encontrar k(G), es decir, el cardinal de un conjunto minimo de
cliques de G tal que todo vértice del grafo pertenezca a alguna clique del
conjunto. Su problema de decisién asociado es:

CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K < |V/|
PREGUNTA: ; Existe en G un conjunto de cliques que cubran los vértices,
de tamano < K 7

El problema CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES es NP-completo
para la clase general de los grafos [75]. Sigue siendo NP-completo para grafos
de linea [50], grafos Ky-free [50] y para K fijo con K > 3 [50]. Es polinomial
para K < 2, para grafos sin tridngulos [50], para grafos arco-circulares [55],
para grafos cordales [53], para grafos de comparabilidad [57] y para grafos
perfectos [60].
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Para demostrar que CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES es NP-
completo para grafos clique-Helly hereditarios, vamos a usar que el siguiente
problema es NP-completo [50]:

CUBRIMIENTO EXACTO POR TERNAS (X3C)

INSTANCIA: Un conjunto X con |X| = 3¢ y una coleccién C' de ternas de
elementos de X.

PREGUNTA: ; Existe una familia de ¢ ternas de C' tal que todo elemento
de X pertenece a alguna de ellas 7

Teorema 3.5 FEl problema CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES
es NP-completo para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostracion: Vamos a ver que X3C se reduce polinomialmente a CUBRI-
MIENTO DE VERTICES POR CLIQUES en grafos clique-Helly hereditarios.
La transformacion es similar a la utilizada en [50] para demostrar que el
problema de particién de los vértices de un grafo en tridngulos es NP-
completo, y es la siguiente: sea el conjunto X con |X| = 3¢ y la coleccién C
de ternas de X. Construiremos en tiempo polinomial un grafo G = (V, E)
clique-Helly hereditario con |V| = 3¢/ tal que G tiene un cubrimiento de
vértices por cliques de tamano a lo sumo ¢/ si y sélo si X tiene un cubri-
miento exacto por ternas de C.

Vamos a reemplazar cada terna {x;,y;, 2;} € C por el grafo de la figura 3.3.
Llamemos E; al conjunto de 18 aristas del grafo correspondiente a {x;, y;, 2; }-

a[3] a[9]

New

a[1] a[8]

X y z

Figura 3.3: Reemplazo para ¢ = {z,y,z} € C para transformar X3C a
CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES.

Entonces G = (V, E) queda definido por

IC] tef
V=xuJ{alil:1<j<9}, E=JE
=1

=1
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a,[3] a,[9] a,[3] a,[9]

' ‘ X={u,v,w,X,y,z}

C={{x,y,z},{u,v,w},{v,w,x}}
a,[3] a,[9]

Figura 3.4: Ejemplo de transformacion de una instancia de X3C en una
instancia de CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES.

Es claro que el grafo asi formado no contiene ninguno de los grafos de la
figura 2.5 como subgrafo inducido, por lo tanto resulta clique-Helly heredita-
rio. Asuvez |V| = |X|+9|C| (¢/ = ¢+3|C]) y por lo tanto la transformacién
es polinomial.

Supongamos que X tiene un cubrimiento exacto, entonces construimos un
cubrimiento de V' por ¢/ cliques (que en G son tridngulos) tomando

{aill], a;[2], 2i}, {ai[4], ail5], vi}, {@i[7], ai[8], zi}, {ai[3], ai[6], ai[9]}
para los i tales que ¢; = {x;, y;, z;} estd en el cubrimiento, y
{aill], ai[2], a;[3]}, {ai[4], a;[5], ai[6]}, {as[7], ai[8], ai[9]}
para los i tales que ¢; = {x;, i, z;} no estd en el cubrimiento.

Supongamos ahora que G tiene un cubrimiento por cliques de tamano a lo
sumo ¢/. Como las cliques de G son tridngulos, resulta que el cubrimiento
debe tener ¢/ cliques y cada vértice debe estar cubierto una sola vez.

Para cubrir cada uno de los grafos de la figura cubriendo una sola vez cada
vértice sdlo hay dos formas, las mencionadas anteriormente con 3 6 4 cliques



CAPITULO 3. COMPLEJIDAD DE TODOS LOS PARAMETROS 48

dependiendo de si hay que cubrir o no a z;, y; 6 z;. Entonces el cubrimien-
to exacto de X por subconjuntos de C' se logra tomando los ¢; tales que
{a;[3], ai[6],a;[9]} esta en el cubrimiento por cliques de G.

Por dltimo, como CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES € NP en el
caso general, CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES en grafos clique-
Helly hereditarios es NP-completo. O

3.5 Conjunto independiente de cliques maximo

El problema del conjunto independiente de cliques maximo en un grafo G
consiste en encontrar ac(G), es decir, el mayor entero k tal que existe un
conjunto de tamano k de cliques de G disjuntas dos a dos. Su problema de
decision asociado es:

CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K < |V|
PREGUNTA: ; Existe en G un conjunto de cliques disjuntas dos a dos, de
tamano > K 7

El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES es NP-completo
para la clase general de los grafos [23]. Sigue siendo NP-completo para grafos
split [23], para complementos de grafos bipartitos [61], grafos totales [61],
grafos de linea [61] y grafos planares [61]. Es polinomial para grafos fuerte-
mente cordales [23], para grafos de comparabilidad [4] y para grafos arco-
circulares Helly [61, 87].

Lema 3.1 Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Entonces K(G) se cons-
truye en tiempo polinomial en el tamano de G.

Demostracion: La matriz clique Ag de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamano del grafo. Por el
Teorema 2.9, calcular la matriz clique de K(G) a partir de la matriz clique
de G es polinomial. Por tltimo, calcular el grafo inducido por Ag(g) (el
grafo interseccién de sus columnas) es polinomial en el tamano de la matriz,
que en este caso a su vez es polinomial en el tamano de G. O

Teorema 3.6 FEl problema CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES es
polinomial para grafos que son, a la wvez, clique-Helly hereditarios y K-
perfectos.

Demostracion: Sea G clique-Helly hereditario y K-perfecto. Por el Lema 3.1
construir K (G) es polinomial. Dado que K(G) es perfecto, hallar a(K(G))
es polinomial [60]. Por la Proposicién 2.4, ac(G) = a(K(G)). O
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Lema 3.2 Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Entonces H(G) se cons-
truye en tiempo polinomial en el tamano de G.

Demostracion: La matriz clique Ag de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamano del grafo. Por el
Teorema 2.17, calcular la matriz clique de H(G) a partir de la matriz clique
de G es polinomial. Por 1ltimo, calcular el grafo inducido por Ag g (el
grafo interseccién de sus columnas) es polinomial en el tamano de la matriz,
que en este caso a su vez es polinomial en el tamano de G. O

Teorema 3.7 FEl problema CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES es
NP-completo para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostracion: Vamos a construir una reduccion polinomial de CONJUNTO
INDEPENDIENTE en clique-Helly hereditarios (que por el Teorema 3.4 es
NP-completo) a CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES en clique-Helly
hereditarios. Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Por el Lema 3.2 cons-
truir H(G) es polinomial, y por el Teorema 2.18 H(G) es clique-Helly heredi-
tario. Por el Teorema 2.15 K(H(G)) = G, y entonces por la Proposicién 2.4
a(G) = ac(H(G)). Por tltimo, como CONJUNTO INDEPENDIENTE DE
CLIQUES € NP en el caso general, es NP-completo para grafos clique-Helly
hereditarios. O

3.6 Cubrimiento minimo de cliques por vértices

El problema del cubrimiento minimo de cliques por vértices en un grafo G
consiste en encontrar 7¢(G), es decir, el cardinal de un transversal de las
cliques minimo de G. Su problema de decisién asociado es:

CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES
INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K < |V/|
PREGUNTA: ; Existe en G un transversal de las cliques, de tamano < K 7

El problema CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES es NP-hard para
la clase general de los grafos [41]. No se sabe si estd en NP, de hecho el pro-
blema de verificar si un conjunto de vértices cubre todas las cliques de un
grafo es NP-hard [39]. Sigue siendo NP-hard para grafos split [23], para
complementos de grafos bipartitos, grafos de linea y grafos planares [61].
Es NP-completo para grafos planares con A = 3 [61], y es polinomial para
grafos fuertemente cordales [23], para grafos de comparabilidad [4] y para
grafos arco-circulares Helly [37, 61].

Teorema 3.8 FEl problema CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES
es polinomial para grafos que son, a la vez, clique-Helly hereditarios y K-
perfectos.
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Demostracion: Sea G clique-Helly hereditario y K-perfecto. Por el Lema 3.1
construir K (G) es polinomial. Dado que K(G) es perfecto, hallar k(K (G))
es polinomial [60]. Por la Proposicién 2.4, 7¢(G) = k(K (G)). O

Teorema 3.9 FEl problema CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES
es NP-completo para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostracion: Vamos a construir una reducciéon polinomial de CUBRI-
MIENTO DE VERTICES POR CLIQUES en clique-Helly hereditarios (que
por el Teorema 3.5 es NP-completo) a CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR
VERTICES en clique-Helly hereditarios. Sea G un grafo clique-Helly heredi-
tario. Por el Lema 3.2 construir H(G) es polinomial, y por el Teorema 2.18
H(G) es clique-Helly hereditario. Por el Teorema 2.15 K(H(G)) = G, y
entonces por la Proposicién 2.4 k(G) = ¢ (H(G)).

Falta ver que pertenece a NP. Como la cantidad de cliques de un grafo
clique Helly hereditario es polinomial y hay un algoritmo polinomial que las
calcula, es polinomial en este caso verificar que un conjunto de vértices dado
cubre todas las cliques del grafo. O

3.7 Cantidad maxima de cliques por vértice

El problema de la cantidad méxima de cliques por vértice en un grafo G
consiste en encontrar M (G), es decir, el mayor entero k tal que existe un
vértice de G que pertenece a k cliques distintas de GG. Su problema de de-
cisién asociado es:

CLIQUES POR VERTICE
INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K
PREGUNTA: ; Existe en G un vértice que esté en mas de K cliques ?

La complejidad de este problema no esta estudiada en la literatura hasta el
momento.

Teorema 3.10 FEl problema de hallar M (G) es polinomial para grafos clique-
Helly hereditarios.

Demostracion: La matriz clique Ag de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamano del grafo. Luego
calcular M (G) = max; ), Ag(%, j) es polinomial en el tamano de G, si G es
un grafo clique-Helly hereditario. O

Si pedimos sélo clique-Helly, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.11 FEl problema de hallar M(G) es #P-hard para grafos que
son, a la vez, clique-Helly y K-perfectos.
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Demostracion: Vamos a construir una reducciéon polinomial del problema
de hallar la cantidad de cliques de un grafo (que es #P-completo [119]) al
problema de hallar M(G) en un grafo clique-Helly y K-perfecto. Sea G
un grafo, G el grafo que resulta de agregarle a G un vértice universal u.
Entonces las cliques de G son de la forma M;r donde M; es una clique de
G. Como u pertenece a todas las cliques, G es clique-Helly y K-perfecto,
y ademas |C(G)| = |C(GT)| = M(G™). O

Teorema 3.12 FEl problema de hallar M(G) es #P-completo en el caso ge-
neral.

Demostracion: Dado que el problema es #P-hard para grafos clique-Helly y
K-perfectos, lo es para el caso general. Falta ver que estd en #P. La matriz
clique Ag de un grafo G puede ser calculada en tiempo O(m.n.k), donde k
es el nimero de cliques de G. Luego calcular M(G) = max; ) ; Aq(i,7) es
O(m.n.k). Por tltimo, dado que k = |C(G)| < Y°I"; mg(vi) < M(G).n, se
puede calcular M(G) en tiempo O(M(G).n?.m), y por lo tanto el problema
esta en #P. O

3.8 Particion minima de las cliques

El problema de la particién minima de las cliques en conjuntos de cliques
independientes en un grafo G consiste en encontrar F(G), es decir, el car-
dinal de una particién minima de las cliques de G en conjuntos de cliques
disjuntas dos a dos. Su problema de decisiéon asociado es:

PARTICION DE LAS CLIQUES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E'), un entero positivo K

PREGUNTA: ; Existe una particion de las cliques de G en conjuntos de
cliques independientes, de tamano < K ?

La complejidad de este problema no estd estudiada en la literatura hasta el
momento.

Teorema 3.13 El problema PARTICION DE LAS CLIQUES es polinomial
para grafos que son, a la vez, clique-Helly hereditarios y K-perfectos.

Demostracion: Sea G clique-Helly hereditario y K-perfecto. Por el Lema 3.1
construir K (G) es polinomial. Dado que K(G) es perfecto, hallar x(K(G))
es polinomial [60]. Por la Proposicién 2.3, F(G) = x(K(G)). O

Teorema 3.14 FEl problema PARTICION DE LAS CLIQUES es NP-completo
para grafos clique-Helly hereditarios.
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Demostracion: Vamos a construir una reduccién polinomial de K-COLOREO
en clique-Helly hereditarios (que por el Teorema 3.3 es NP-completo) a PAR-
TICION DE LAS CLIQUES en clique-Helly hereditarios. Sea G un grafo
clique-Helly hereditario. Por el Lema 3.2 construir H(G) es polinomial, y
por el Teorema 2.18 H(G) es clique-Helly hereditario. Por el Teorema 2.15
K(H(G)) = G, y entonces por la Proposicién 2.3 x(G) = F(H(G)).

Falta ver que pertenece a NP. Como la cantidad de cliques de un grafo
clique Helly hereditario es polinomial y hay un algoritmo polinomial que las
calcula, es polinomial en este caso verificar que una familia de conjuntos de
subgrafos es una particion de las cliques del grafo y que en cada conjunto
las cliques son disjuntas dos a dos. O

Corolario 3.1 FEl problema PARTICION DE LAS CLIQUES es NP-hard en
el caso general.

Demostracion: Para la clase de grafos clique-Helly hereditarios es NP-
completo, por lo tanto para el caso general es NP-hard. O

En principio no es claro que este problema esté en NP en el caso general,
ya que la cantidad de cliques podria ser exponencial y por lo tanto verificar
una soluciéon podria no ser polinomial.

Con respecto al problema de hallar F/(G), tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.15 FEl problema de hallar F(G) es #P-hard para grafos que son,
a la vez, clique-Helly y K-perfectos.

Demostracion: Vamos a construir una reducciéon polinomial del problema
de hallar la cantidad de cliques de un grafo (que es #P-completo [119])
al problema de hallar F(G). Sea G un grafo, G* el grafo que resulta de
agregarle a G un vértice universal u. Entonces las cliques de GT son de la
forma M,f donde M; es una clique de G. Como u pertenece a todas las
cliques, G es clique-Helly y K-perfecto, y ademas en cualquier particién de
las cliques en conjuntos de cliques independientes debe haber a lo sumo una
clique por conjunto, luego |C(G)| = |C(GT1)| = F(GT). O

Teorema 3.16 El problema de hallar F(G) es #P-hard en el caso general.
Demostracion: Es consecuencia directa del Teorema 3.15. O

No sabemos atn si este problema pertenece a la clase #P.



Capitulo 4

Grafos balanceados

En este capitulo vamos a presentar propiedades y diversas caracterizaciones
de los grafos balanceados (grafos cuya matriz clique es balanceada) y algunas
de sus subclases.

Vamos a demostrar que son perfectos, clique-perfectos, coordinados, clique-
Helly hereditarios y K-perfectos. También veremos que tienen reconocimien-
to polinomial.

Por ultimo, estudiaremos el comportamiento del operador clique sobre los
grafos balanceados y sus subclases.

Los resultados de este capitulo aparecen en [14].

Definicion 4.1 Una matriz binaria A es balanceada si no contiene como
submatriz la matriz de incidencia de un ciclo impar.

Definicion 4.2 Un grafo G es balanceado si y sélo si su matriz clique Ag
es balanceada.

Observaciéon 4.1 Los grafos balanceados estdn bien definidos, ya que st
una matriz clique de G es balanceada, entonces toda matriz clique de G es
balanceada.

Fulkerson, Hoffman y Oppenheim demostraron en [48] el siguiente resultado,
que implica que las matrices balanceadas son perfectas e ideales.

Teorema 4.1 (Fulkerson, Hoffman y Oppenheim, 1974) [48] Si A es una
matriz balanceada, entonces los poliedros P(A) = {x|r € R", Az <1,z > 0}
y Q(A) = {z|x € R", Az > 1,2 > 0} tienen unicamente extremos enteros.

Como corolario del Teorema 4.1 y el Teorema 2.3 de Chvatal, obtenemos lo
siguiente:

Corolario 4.1 Los grafos balanceados son perfectos.

Demostracion: Sea G un grafo balanceado. Por el Teorema 4.1 Ag es una
matriz perfecta, y por el Teorema 2.3 resulta que G es un grafo perfecto. O

93
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4.1 Reconocimiento

En esta seccion estudiaremos la complejidad algoritmica del problema de
reconocimiento de los grafos balanceados.

Para esto necesitamos algunos resultados. A partir del Teorema 2.8, podemos
demostrar lo siguiente:

Corolario 4.2 Los grafos balanceados son clique-Helly hereditarios.

Demostracion: Por el Teorema 2.8, sabemos que si un grafo G no es clique-
Helly hereditario entonces Ag contiene como submatriz la matriz de inci-
dencia de un tridngulo (un C3) luego G no es un grafo balanceado. O

En [97], Prisner prueba que en un grafo clique-Helly hereditario toda clique
no trivial tiene una arista uniclical, luego la cantidad de cliques no triviales
estd acotada por la cantidad de aristas. Dado que la cantidad de cliques
triviales en un grafo estd acotada por la cantidad de vértices, resulta que la
cantidad de cliques en un grafo clique-Helly hereditario es O(n + m).

Corolario 4.3 Sea G un grafo balanceado. Entonces la cantidad de cliques
de G es polinomial en el tamano de G.

Demostracion: Sea G un grafo balanceado de n vértices y m aristas. Por el
Corolario 4.2 G es clique-Helly hereditario, y por lo tanto |C(G)| < n + m,
luego la cantidad de cliques de G es polinomial en el tamano de G. O

Existe un algoritmo que calcula todas las cliques de un grafo en tiempo
O(m.n.k), donde n es el nimero de vértices, m el numero de aristas y
k el numero de cliques del grafo [110]. Entonces la matriz clique de un
grafo clique-Helly hereditario puede ser calculada en tiempo polinomial en
el tamano del grafo.

Por otro lado, Conforti, Cornuéjols y Rao describen en [29] un algoritmo
polinomial de reconocimiento para matrices binarias balanceadas.
Combinando ambos algoritmos, podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 4.2 FExiste un algoritmo polinomial para el problema de recono-
cimiento de grafos balanceados.

4.2 Caracterizaciones

Presentamos a continuacién una caracterizacion de los grafos balanceados
en términos de sus ciclos impares.

Teorema 4.3 G es un grafo balanceado st y solo si para todo ciclo impar
Coky1 = V1,09, ..., Uaky1 existe una arista e; = (v;,vi+1) de Copiq tal que
C(vi)NC(vig1) = C¢; C C(v1)UC(v2)U- - -UC(vi—1)UC (vig2)U- - -UC (vag+1)
(todas las sumas son mddulo 2k+1).
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Demostracion:

=) Supongamos que hay un ciclo impar Cop11 = v1,v2,...,v9,41 tal que
para cualquier arista e; = (v;,viy1) de Copt1, C(v)) N Clvig1) = Ce; €
C(v1)UC(va) U+ -UC(vi—1) UC (vi42) U+ - - UC(vgg+1). Entonces existe una
clique M; que contiene a v; y v;+1, pero no contiene ningiin otro vértice del
ciclo, parai =1,...,2k—+1. Ahora, eligiendo las filas de Ag correspondientes
a Mi,...,Mspy1 v las columnas de Ag correspondientes a w1, ..., Vok11,
tenemos la matriz de incidencia de un ciclo impar como submatriz de Ag.
Entonces Ag no es balanceada, lo cual es una contradiccién.

<) Supongamos que Ag no es una matriz balanceada. Entonces tenemos

la siguiente submatriz A" en Ag, donde My, ..., Mog,q son cliques de G y
V1, ..., U241 SO vértices de G:
V1| V2 | U3 V2k+1
My 1 (1]0]... 0
M O 1| 1/... 0
M; 001 0
Mopi1 | 110 ]0|... 1
Entonces vy, ..., v9x4+1 forman un ciclo impar en G y M; es una clique que

contiene a la arista e; = (v, vi+1) (M; € Ce,). Pero M; no contiene ningin
otro vértice v; del ciclo, si no habria un 1 en la posicién (i, 5) de A’. Luego
M; ¢ C(vj) Vj # i,i+ 1. Esto implica que Ce, € C(v1) U C(v2) U---U
C(vi—1) UC(vj42) U---UC(ver41) para cualquier arista e; del ciclo, lo cual
es una contradiccién. O

Andlogamente, podemos plantear una caracterizacién en términos de las
cliques del grafo.

Teorema 4.4 G es un grafo balanceado si y sélo si para todo conjunto
impar de cliques {My, M, ..., Moky1} donde M; interseca a M1 para
i=1,...,2k+ 1, existe un entero i (1 <i < 2k+ 1) tal que M; N M; 41 C
My UMoU---UM;_1UMjpoU---U Moy (todas las sumas son modulo
2k+1).

Demostracion:

=) Supongamos que existe un conjunto { My, Mo, ..., Mo,1} donde M; in-
terseca a M; 1 parat =1,...,2k+1, tal que para cualquier: = 1,2,...,2k+
1, M;N Mypqy € My UMyU---UM;—1 UM;ioU---UMogi1. Entonces,
para ¢ = 1,...,2k + 1, existe un vértice v; tal que v; € M; N M;41, pero
v; & M; Vj # i,i+ 1. Ahora, eligiendo las filas de Ag correspondientes a
My, ..., Moy y las columnas de Ag correspondientes a vy, ..., V9541, te-
nemos una matriz de incidencia de un ciclo impar como submatriz de Ag.
Luego Ag no es balanceada, lo cual es una contradiccién.
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<) Supongamos que Ag no es balanceada. Entonces, tenemos la siguiente
submatriz A’ en Ag, donde My, ..., My, son cliques de G y vy, ..., Vo1
son vértices de G:

V1 | V2 | U3 V2k41
My 1({01]0 1
Mo 1 ({110 0
Ms 0|11 0
Mopy1 |00 |0 |... 1
Entonces {Mj, ..., Mak11} es un conjunto impar de cliques de G donde M;
interseca a M;11 para i =1,...,2k + 1, y v; es un vértice que pertenece a

M; N M; 1 pero no pertenece a ninguna otra clique M; del conjunto, si no
habria un 1 en la posicién (j,i) de A’. Luego v; ¢ M; Vj # i,i+ 1. Esto
implica que M; " M1 € My UMaU---UM;—1 UM;ioU---U Moy para
i=1,...,2k+ 1, lo cual es una contradiccién. O

4.3 Subclases y superclases

4.3.1 Grafos VE, EE, VV y EV

Un vértice v domina a un vértice w en un grafo G si toda clique de G que
contiene a w, contiene a v también.

Una arista e = (v;,v;) domina a una arista f = (vg,v;) en un grafo G si
toda clique de G que contiene a vy y v;, contiene a v; y v; también.

Un vértice v domina a una arista e = (v;,v;) en un grafo G si toda clique
de G que contiene a v; y vj, contiene a v también.

Una arista e = (v;,vj) domina a un vértice w en un grafo G si toda clique
de G que contiene a w, contiene a v; y v; también.

Un grafo G es V E si todo ciclo impar de GG contiene un vértice v que domina
a una arista e = (v;, v;) del ciclo (v # v;,v;).

Un grafo G es E'E si todo ciclo impar de G contiene una arista e = (v;, v;)
que domina a otra arista f = (v, v;) del ciclo (e # f).

Un grafo G es V'V si todo ciclo impar de G contiene un vértice v que domina
a otro vértice w del ciclo (v # w).

Un grafo G' es EV si todo ciclo impar de G contiene una arista e = (v;, v;)
que domina a un vértice v del ciclo (v # v;, v;).

Veamos las relaciones de inclusion entre estas clases de grafos.

Teorema 4.5 Sea G un grafo EV. Entonces G es un grafo EE y VV.
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Demostracion: Sea C = {v1,...,v2;41} un ciclo impar de G. Por hipétesis,
como G es un grafo EV, existe una arista e = (v;,v;+1) de C' que domina
a un vértice vy de C' (vg # v, v;41). Pero entonces e = (v;, v4+1) domina a
e1 = (vk—1,vk) y €2 = (Vk, Vk+1), lo que implica que G es un grafo EE. Por
otra parte, v; y v;11 dominan a v, luego G es también un grafo VV. O

Teorema 4.6 Sea G un grafo EE. Entonces G es un grafo VE.

Demostracion: Sea C = {v1,...,v2;41} un ciclo impar de G. Por hipétesis,
como G es un grafo FFE, existe una arista e = (v;,v;41) que domina a
otra arista f = (v, vg+1) de C (e # f). Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que v; # vg41, luego v; domina a f = (vk, vk+1), lo cual implica
que G es un grafo VE. O

Teorema 4.7 Sea G un grafo VV. Entonces G es un grafo VE.

Demostracion: Sea C' = {v1,...,v2;41} un ciclo impar de G. Por hipétesis,
como G es un grafo V'V, existe un vértice v; que domina a otro vértice vy
(v; # vk). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que vy # v;—1, luego
v; domina a f = (v, vgt1), lo cual implica que G es un grafo VE. O

Finalmente, podemos ver que los grafos de cualquiera de estas clases son
)
grafos balanceados, y en consecuencia también son grafos perfectos.

Teorema 4.8 Sea G un grafo VE. Entonces G es balanceado.

Demostracion: Sea C' = {v1,...,v2j41} un ciclo impar de G. Por hipétesis,
como G es un grafo VE, existe un vértice v que domina a una arista
ei = (vi, vit1) (vk # vi,vig1). Entonces Ce; C C(vg), y por lo tanto C,, C
C(v1)UC(v2)U-+-UC(v—1) UC(vj42) U+ - - UC(v2p41), lo cual implica, por
el Teorema 4.3, que G es un grafo balanceado. O

Corolario 4.4 Los grafos VE, EE, VV y EV son perfectos.

Demostracion: Es consecuencia directa de la serie de teoremas anteriores y
el Corolario 4.1. O

Nota: En la figura 4.1, podemos ver que todas las inclusiones son estrictas.

Observacion 4.2 Los grafos bipartitos son grafos EV y en consecuencia
son balanceados.

Observacion 4.3 Por la forma en que estdn definidas, las clases VE, EE,
VV y EV son hereditarias.
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Figura 4.1: Interseccién entre las clases

4.3.2 Grafos totalmente unimodulares

Los grafos totalmente unimodulares fueron definidos por Golumbic en [56]
y no hay muchos resultados sobre ellos hasta el momento, si bien las ma-
trices totalmente unimodulares han sido extensamente estudiadas y juegan
un papel importante dentro de la teoria poliedral y la programacion lineal
entera.

Definicion 4.3 Una matriz binaria A es totalmente unimodular si el de-
terminante de cualquier submatriz cuadrada de A es 0, 1 6 -1.

Definicion 4.4 Un grafo G es totalmente unimodular si y sélo si su matriz
clique Ag es totalmente unimodular.



CAPITULO 4. GRAFOS BALANCEADOS 59

Observacién 4.4 Los grafos totalmente unimodulares estdn bien definidos,
ya que si una matriz clique de G es totalmente unimodular, entonces toda
matriz clique de G es totalmente unimodular (permutar filas y/o columnas
solo cambia el signo del determinante).

Es sabido que las matrices totalmente unimodulares son balanceadas [90] y
por lo tanto los grafos totalmente unimodulares resultan ser balanceados. La
inclusién es estricta, se puede ver que el grafo de la figura 4.2 es balanceado
pero no totalmente unimodular [32].

AN
Q
Il

= QO b et e
= e - O
=IO O M= O
= O =M OO
=== O O
OO OO O -
oo O o = O
S| O = OO
OO = O O O
Ol— O O OO

Figura 4.2: Grafo balanceado pero no totalmente unimodular.

Los grafos de intervalos y los trivialmente perfectos son totalmente unimo-
dulares [17], con lo cual resultan ser balanceados.

4.3.3 Grafos clique-perfectos, coordinados, K-perfectos

Veremos ahora que los grafos balanceados son clique-perfectos, coordinados,
clique-perfectos,, coordinados. y K-perfectos.

Primero necesitamos ver que la clase de grafos balanceados es una clase
hereditaria y clique-hereditaria.

Lema 4.1 Sea G un grafo y H un subgrafo inducido de G. Entonces Ay es
la submatriz de Ag obtenida tomando las columnas correspondientes a los
vértices de H y eliminando las filas que resulten incluidas.

Demostracion: Sea B la submatriz de Ag obtenida tomando las columnas
correspondientes a los vértices de H. Toda clique de H puede ser extendida
a al menos una clique de G, luego toda clique de H estd representada por
al menos una fila de B.

Por otra parte, cada fila de B representa a un subgrafo completo de H, el
cual es una clique de H o estd incluido en una clique de H. Luego Ay es la
submatriz de B obtenida eliminando las filas incluidas. O

Teorema 4.9 La clase de los grafos balanceados es hereditaria.
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Demostracion: Sea GG un grafo balanceado, H un subgrafo inducido de G.
Por el Lema 4.1 Ay es una submatriz de Ag, y dado que toda submatriz
de una matriz balanceada es también balanceada, resulta que H es un grafo
balanceado. O

Lema 4.2 Sea G un grafo clique-Helly hereditario y H = G, .. ;, un sub-

grafo clique de G. Entonces Ap es la submatriz de Ag obtenida tomando
las filas i1, ...,1s y eliminando las columnas que resulten nulas.

Demostracion: Sea G un grafo CHH y M, Mo, ..., M} sus cliques. Por
el Corolario 2.5, G es clical y entonces las cliques de H = Gy, . ;, son
M;,,...,M;,. Al tomar la submatriz de Ag obtenida tomando las filas
i1,...,1s, las columnas no nulas corresponden a los vértices que pertenecen
a alguna de las cliques M;,, ..., M;, en G, que por definicién son exactamente
los vértices de H. Luego Ay es la submatriz de Ag obtenida tomando las

filas 41,...,%s y eliminando las columnas que resulten nulas. O

Teorema 4.10 La clase de los grafos balanceados es clique-hereditaria.

Demostracion: Sea G un grafo balanceado, H un subgrafo clique de G. Por
el Corolario 4.2 G es clique-Helly hereditario, y luego por el Lema 4.2 Af es
una submatriz de Ag. Dado que toda submatriz de una matriz balanceada
es también balanceada, resulta que H es un grafo balanceado. O

Como vimos en la seccién 2.2.1, el cardinal de un transversal de las cliques
minimo y el tamano de un conjunto de cliques independientes maximo,
pueden ser planteados como problemas de programacién lineal entera, de
la siguiente forma:

ac(G) =max1l-x 7¢(G) =minl-y
ALz <1 y Ag-y>1
x € {0,1}F ye{0,1}"

Si G es un grafo balanceado, sabemos que tanto Ag como AtG son matrices
balanceadas (la matriz transpuesta de una matriz balanceada es balancea-
da). Luego, por el Teorema 4.1, los poliedros P(AL) v Q(A¢) tienen ex-
tremos enteros, por lo tanto ambos problemas coinciden con su relajacién
lineal.

Esto lleva a dos resultados interesantes, uno desde el punto de vista al-
goritmico y otro desde el punto de vista tedrico.

Por un lado, vimos que la matriz clique de un grafo balanceado tiene tamafio
polinomial y puede ser calculada en tiempo polinomial. Con lo cual, para
la clase de los grafos balanceados, los problemas de hallar 7¢(G) y ac(G)
pueden ser resueltos en tiempo polinomial.

Por otro lado, resulta que los grafos balanceados cumplen varias de las
propiedades estudiadas hasta ahora.
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Teorema 4.11 Los grafos balanceados son clique-perfectos y clique-perfectos..

Demostracion: Sea G un grafo balanceado. Entonces Ag es balanceada, y
podemos resolver los problemas de determinar 7¢(G) y ac(G) usando las
relajaciones lineales correspondientes a las formulaciones enteras.

Dichas relajaciones lineales son duales y por lo tanto tienen el mismo valor
6ptimo. Luego para un grafo G balanceado, 7¢(G) = ac(G).

Sea Hp un subgrafo inducido de G. Por el Teorema 4.9, H; es un grafo
balanceado y por lo tanto 7¢(H1) = ac(Hy).

Entonces G es clique-perfecto.

Sea ahora Hs un subgrafo clique de G. Por el Teorema 4.10, Hs es un grafo
balanceado y por lo tanto 7¢(Hz) = ac(H2).

Entonces G es clique-perfecto,. O

Teorema 4.12 Los grafos balanceados son K-perfectos y coordinados,.

Demostracion: Sea G un grafo balanceado. Por el Corolario 4.2, G es clique-
Helly hereditario y por el Teorema 4.11 G es clique-perfecto.. Finamente,
por el Teorema 2.13, G resulta ser K-perfecto y coordinado,. O

Teorema 4.13 Los grafos balanceados son coordinados.

Demostracion: Sea G un grafo balanceado y H un subgrafo inducido de
G. Por el Teorema 4.9, H es un grafo balanceado y entonces por el Teo-
rema 4.12, H es coordinado,, en particular M (H) = F(H). Por lo tanto G
es coordinado. O

Observemos ademas que dada la matriz clique Ag de un grafo balanceado
G, resulta que

M(G) = max 3 Ac(i. )

con lo cual M(G) y por lo tanto F(G), dado que coinciden, pueden ser cal-
culados en tiempo polinomial en el tamano de G.

4.4 Grafos clique de grafos balanceados

En esta seccién probaremos que la clase de los grafos balanceados y la clase
de los grafos totalmente unimodulares son clases fijas bajo el operador clique,
y daremos una caracterizacion de los grafos clique de grafos en VE, EFFE,
VVy EV.

Teorema 4.14 Si G es un grafo balanceado entonces K(G) es un grafo
balanceado.
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Demostracion: Si G es un grafo balanceado, por el Corolario 4.2 G es clique-
Helly. Entonces por el Teorema 2.9, Ay () es la submatriz de AtG que se
obtiene eliminando las filas incluidas. Como Ag es una matriz balanceada,
AtG es balanceada también, y toda submatriz de una matriz balanceada es
balanceada. Por lo tanto K (G) es un grafo balanceado. O

Teorema 4.15 G es un grafo balanceado < G es clique-Helly y H(G) es
balanceado.

Demostracion:

=) Si G es balanceado, entonces por el Corolario 4.2 G es clique-Helly.
Entonces Ag ) = Af | I (Teorema 2.17), y Ag es balanceada, luego Al
es balanceada. Por otra parte, todas las columnas de la matriz de incidencia
de un ciclo impar tienen dos unos, luego si A%, es balanceada entonces A H(G)
también es balanceada.

<) Si G es clique-Helly y H(G) es balanceado, G = K(H(G)) (Teorema 2.15)
y entonces G es balanceado (Teorema 4.14). O

Corolario 4.5 La clase de grafos balanceados es fija bajo el operador K.

Demostracion: Probamos que el grafo clique de un grafo balanceado es
balanceado (Teorema 4.14) y a su vez que todo grafo balanceado es el grafo
clique de algin grafo balanceado (Teorema 4.15). O

Teorema 4.16 Si G es un grafo totalmente unimodular entonces K(G) es
totalmente unimodular.

Demostracion: Si G es un grafo totalmente unimodular entonces G es ba-
lanceado y luego G es clique-Helly (Corolario 4.2). Por lo tanto podemos
aplicar el Teorema 2.9. Si Ag es una matriz totalmente unimodular, en-
tonces AL, es totalmente unimodular ya que para toda matriz cuadrada M,
det(M) = det(M"). Y toda submatriz de una matriz totalmente unimodular
es totalmente unimodular. Luego A () es una matriz totalmente unimo-
dular. O

Teorema 4.17 G es totalmente unimodular < G es clique-Helly y H(G)
es totalmente unimodular.

Demostracion:

=) Si G es un grafo totalmente unimodular entonces G es balanceado y
luego G es clique-Helly (Corolario 4.2). Por lo tanto podemos aplicar el
Teorema 2.17. Sabemos que Ap(q) = AL | I, y Ag es totalmente uni-
modular, luego AL, es totalmente unimodular. Toda submatriz cuadrada M
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de Ap(q) se puede escribir como M = M; | Mz, donde M; es una subma-
triz de AtG y My es una submatriz de I,,. Desarrollando el determinante
por las columnas de My, resulta que M es singular o det(M) = +det(Ms3),
donde Mj es una submatriz cuadrada de M;. Entonces, en ambos casos,
det(M) =0 6 £1. Por lo tanto H(G) es totalmente unimodular.

<) Si G es clique-Helly y H(G) es totalmente unimodular, G = K(H(G))
(Teorema 2.15) y entonces G es totalmente unimodular (Teorema 4.16). O

Corolario 4.6 La clase de grafos totalmente unimodulares es fija bajo el
operador K.

Demostracion: Probamos que el grafo clique de un grafo totalmente uni-
modular es totalmente unimodular (Teorema 4.16) y a su vez que todo grafo
totalmente unimodular es el grafo clique de algin grafo totalmente unimo-
dular (Teorema 4.17). O

Observemos que la clase de los grafos balanceados y la clase de los grafos
totalmente unimodulares estan definidas en forma similar. Podemos gene-
ralizar este concepto de la siguiente manera:

Sea A una clase de matrices binarias. Podemos definir la clase de grafos
G(A) como aquellos grafos cuya matriz clique pertenece a A.

Para que esta definicién sea consistente, .4 debe ser cerrada bajo permuta-
ciones de filas y de columnas, ya que la matriz clique de un grafo es tnica
salvo permutaciones de filas y de columnas.

Lema 4.3 Sea A una clase de matrices binarias cerrada bajo permutaciones
de filas y de columnas. Si A verifica las siquientes condiciones:

(i)Ae A= Al e A
(ii) A € A= toda B submatriz de A pertenece a A.
(ili) A e A= Alld € A.
entonces:
(1) GLA)NCH es una clase fija bajo el operador clique.

(2) G(A)NCHH es una clase hereditaria, clique-hereditaria y fija bajo
el operador clique.

Demostracion:

(1) Sea G un grafo clique-Helly en G(A), luego Ag € A. Por el Teorema 2.9,
Ak(g) es una submatriz de AL,y por (i) y (ii), Ak @) € A. Como la clase
de grafos clique-Helly es fija, K(G) es clique-Helly y pertenece a G(A).
Por el Teorema 2.17, Ay () es AL, y por (iii), Ap) € A. Por el Teo-
rema 2.18 H(G) es clique-Helly y pertenece a G(.A).

Por la observacion 2.6, G(A) N CH es una clase fija.
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(2) Sea G un grafo CHH en G(A), luego Ag € A. Por el Teorema 2.9,
Ak () es una submatriz de AL,y por (i) v (i), Ag@) € A. Como la clase
de grafos CHH es fija, K(G) es CHH y pertenece a G(A).

Por el Teorema 2.17, Ap ) es Ag|In, y por (iii), Ag(s) € A. Por el Teo-
rema 2.18 H(G) es CHH y pertenece a G(A).

Por la observacién 2.6, G(A) N CHH es una clase fija.

Como la clase de grafos CHH es hereditaria y clique-hereditaria (obser-
vacién 2.5), por (ii) y los lemas 4.1 y 4.2 resulta que G(A) N CHH es una
clase hereditaria y clique-hereditaria. O

Un caso particular de familias de matrices que cumplen estas condiciones
son las familias de matrices A definidas por submatrices prohibidas (por
definicién verifican (ii)), donde la familia B de submatrices prohibidas es
cerrada por permutaciones de filas y de columnas y transposicién (luego A
lo es), y tal que toda matriz de B tiene al menos dos unos por columna
(luego A verifica (iii)). Tal es el caso de las matrices balanceadas, y como
los grafos balanceados resultan ser de por si clique-Helly hereditarios, son
clase fija. Hay varias otras clases conocidas de grafos en estas condiciones:

e Los grafos CHH: como vimos en el Teorema 2.8, son los grafos cuya
matriz clique no contiene como submatriz la matriz de incidencia de
un tridngulo. Prisner demostré en [97] que son clase fija.

e Los grafos fuertemente cordales: son los grafos totalmente balancea-
dos, grafos cuya matriz clique no contiene como submatriz la matriz de
incidencia de un ciclo. Claramente, son subclase de los balanceados, y
Prisner demostré en [96] que son clase fija.

e Los grafos sin diamantes: son los grafos cuya matriz clique no contiene
como sumatriz una matriz de 1’s de 2 x 2. En [24] se prueba que son
clase fija.

Sea S = {Mj, M, ..., M1} un conjunto impar de cliques de G, donde M;
interseca a M;y; parai=1,...,2k+1 (todas las sumas son médulo 2k+1).

Un grafo G es dualmente EE (DEFE) si para cualquier conjunto S de esa
forma, existen cliques M;, M; 1, M;, M; 11 tales que M;NM; 1 € M;NM; i1,
con i # j.

Un grafo G es dualmente VE (DV E) si para cualquier conjunto S de esa
forma, existen cliques M;, M; 11, M; tales que M; N M;y1 € Mj, con i #
jyi+1#£ 7.

Teorema 4.18 5i G es un grafo DEE, entonces G es DV E.

Demostracion: Sea S = {My, Ma, ..., M1} un conjunto de cliques de G,
donde M; interseca a M; 1 para i =1,...,2k+ 1. Por hipdtesis, como G es
un grafo DEFE, existen cliques M;, M; 1, M;, M; 1 tales que M; N M; 1 C
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M; N Mg (¢ # j). Luego M; N My C Mj, ysii+ 1 = j entonces
it #Fj+1Li+1#54+1y M;NM;y1 € Mjiq, lo cual implica que G es un
grafo DV E. O

Teorema 4.19 Sea G un grafo DV E. Entonces G es balanceado.

Demostracion: Sea S = {Mi, Ma, ..., Mak41} un conjunto de cliques de G,
donde M; interseca a M;1 parai=1,...,2k + 1.

Por hipétesis, como G es un grafo DV E, existen cliques M;, M;11, M; tales
que M; N M;11 € Mj, con i # j,i+1 # j. Entonces M; N M;y1 C My U
MoU---UM;_1 UM;49U---UMogiq, lo cual implica, por el Teorema 4.4,
que G es un grafo balanceado. O

Para la demostracion de los teoremas siguientes, necesitamos primero un
resultado:

Lema 4.4 Si G es un grafo clique-Helly, las cliques de K(G) son de la
forma C(v), conv e G.

Demostracion: Sea G un grafo clique-Helly, V(G) = {v1,v2,...,v,} los
vértices de G, C(G) = {M1, Ma, ..., M;} las cliques de G. C(v;) induce un
subgrafo completo en K(G), ya que v; pertenece a la interseccién de todas
las cliques de C'(v;), luego C(v;) es una clique de K(G) 6 C(v;) estd incluido
en una clique de K(G).

Por otro lado, sea {M;,, M,,,..., M, } una clique de K(G), es decir un
conjunto maximal de cliques de G que se intersecan dos a dos. Como G es
clique-Helly, tienen algun elemento comun v, luego {M;,, M;,,..., M;,} C
C(v). Por maximalidad, {M;,, M;,, ..., M; } = C(v). O

Teorema 4.20 Sea G un grafo.
(i) Si G € DVE entonces K(G) € VE.
(ii) Si G € DEE entonces K(G) € EE.
(iii) Si G € VE entonces K(G) € DV E.
(iv) St G € EE entonces K(G) € DEE.

Demostracion: Sea G un grafo. Como DV E, DEFE, VEy EFE son subclases
de los grafos balanceados, y los grafos balanceados son clique-Helly, podemos
asumir para esta demostracién que G es un grafo clique-Helly. Los vértices
de K(G) son las cliques de G, y por el Lema 4.4, las cliques de K(G) son
algunos de los C'(v) con v € V(G).

Sea {My, M, ..., Msr11} un ciclo impar en K(G), entonces M; interseca a
My en G, parat=1,2,...,2k + 1.

Si G € DVE, existen cliques Mi,MiJrl,Mj tales que M; N M;41 C Mj
(i,i +1 # j). Sea C(v) una clique de K(G) que contiene a M; y M1,
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entonces, en G, v € M;NM;1 = v € M; y por lo tanto C(v) contiene a M;
también. Entonces, en K(G), el vértice M; domina a la arista (M;, M;11)
y, en consecuencia, si G € DV E entonces K(G) € VE.

Si G € DEFE, existen cliques M;, M; 1, M;, M,y tales que M; N M; 1 C
M; N Mjiq (i # j). Sea C(v) una clique de K(G) que contiene a M; y
M1, entonces, en G, v € M; N\ M; 1 = v € M;NM;j4q y por lo tanto C'(v)
contiene a M; y Mj41 también. Entonces, en K(G), la arista (M;, Mj41)
domina a la arista (M;, M;;+1) y, en consecuencia, si G € DEFE entonces
K(G) € EE.

Ahora, sea {C(v1),C(v2),...,C(vag+1)} un conjunto impar de cliques en
K(G), donde C(v;) interseca a C(vj+1) para i = 1,2,...,2k + 1. Entonces
para cada ¢ existe una clique M; de G tal que v; y v;41 pertenecen a M;,
y luego v; y v;41 son adyacentes en G, por lo tanto vi,ve, ..., Vg1 €S Un
ciclo impar en G.

Si G € VE, existe un vértice v; del ciclo que domina a una arista (v;, viy1)
con j #i,i+ 1. Sea M un vértice de K(G), M € C(v;) NC(viy+1) en K(G),
v; y vi+1 pertenecen a M en G, y por lo tanto v; pertenece a M también.
Luego M € C(vj), y en consecuencia C(v;) N C(viy1) € C(v;). Entonces
GeVE=K(G)e DVE.

Si G € FE, hay una arista (vj,vj+1) del ciclo que domina a otra arista
(vi,vi+1) con j # i. Sea M un vértice de K(G), M € C(v;) N C(vi11) en
K(G), v; y vi41 pertenecen a M en G,y por lo tanto v; y vj41 pertenecen
a M también. Luego M € C(v;) N C(vj4+1), y en consecuencia C(v;) N
C(viy1) € C(vj) N C(vj41). Entonces G € EE = K(G) € DEE. O

Teorema 4.21 Sea G un grafo clique-Helly.
(i) G € DVE si y sdlo si H(G) € VE.
(i) G € DEFE si y sdlo si H(G) € EE.
(iiil) G € VE si y sélo si H(G) € DVE.
(iv) G € EFE si y sélo si H(G) € DEE.

Demostracion: Sea G un grafo clique-Helly, y H(G) como en la Definicién
2.15, con V(H(G)) = {q1,92, -, qr, w1, w2, ..., wy}, donde cada g; corres-
ponde a la clique M; de G, y cada w; corresponde al vértice v; de G. Por
el Teorema 2.15, las cliques de H(G) son N|w;] para cada i¢. Entonces w; y
todas sus aristas incidentes se dominan entre si.

Sea C un ciclo impar en H(G). Si hay algun vértice w; en C, entonces C
contiene un vértice que domina a una arista, y una arista que domina a otra
arista. Si no existe tal vértice, C' es un ciclo impar {g,,, ¢ry, - - ., @ro,., } quUe
corresponde a un conjunto impar de cliques {M, ,M,,,..., M,, .} de G,
tales que M, interseca a M, , parai=1,2,...,25+ 1.

Si G € DVE, existen cliques M,,;, M;, ,, M, tales que M,, " M,, , C M,

(i, 4+ 1 # 7). Sea Nluwy] una clique de H(G) que contiene a gr, y G,
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entonces, en G, v; € M,, N M, , = v; € M,, y por lo tanto, en H(G), Nw]
contiene a ¢, también. Luego, en H(G), el vértice ¢, domina a la arista
(9ri»Griy,) ¥, en consecuencia, si G € DV E entonces H(G) € VE.

Si G € DEFE, existen cliques M., M, ,, M;;, M, , tales que M,, "M, , C
M,; VWM, (i # j). Sea N[w] una clique de K(G) que contiene a M,, y
M,,,,, entonces, en G, vy € M, N M, , = v, € M,; "M, , y por lo tanto,
en H(G), N[w] contiene a q.; y ¢r,,, también. Luego, en H(G), la arista
(@r;>4r,,,) domina a la arista (g, qr,,,) ¥, en consecuencia, si G € DEFE

entonces H(G) € EE.

Ahora, sea {N[w;, ], N[wp,],..., N[w,,, ]} un conjunto impar de cliques de
H(G), donde N|wy,] interseca a N|wy, | parai=1,2,...,2s+4 1. Entonces
para cada i existe un vértice ¢ € Nw,,] N N[w,,,,]. Luego v, y v,
pertenecen a la clique correspondiente M de G, y entonces v, y v, , son
adyacentes en G, luego vy, Uy, ..., Vp, ., €s un ciclo impar en G.

Si G € VE, hay un vértice v, del ciclo que domina a una arista (v, vr, ;)
con j #i,i+ 1. Sea ¢ un vértice de H(G), ¢ € N[w,,] N N[w,,] en H(G),
v; ¥ vi+1 pertenecen a M; en G, y por lo tanto v; pertenece a M; también.
Luego ¢ € N[w,,], y en consecuencia N[w,,| N N[w,,,,] € N|w,,]. Entonces
GeVE= H(G) e DVE.

Si G € EFE, hay una arista (Urj,’l)r]. +1) del ciclo que domina a otra arista
(Vr;, Upyyy) cOn j # 4. Sea g un vértice de H(G), ¢ € N[w,,] N N{w,,, ] en
H(G), vy, y vr, ., pertenecen a M; en G, y por lo tanto Ur; ¥ Ur,;,, Dertenecen
a M, también. Luego ¢, € N|w,;] N Nlw,, ] en H(G), y en consecuencia
Nlwy, ] N[wr, ;] € Nw,]JNN[w,,,]. Entonces G € EE = H(G) € DEE.

Las propiedades reciprocas se obtienen por el Teorema 2.15, aplicando el
Teorema 4.20 a H(G). O

Corolario 4.7 Las clases EE y DEFE son clique-duales y distintas.

Demostracion: La dualidad es consecuencia directa de los Teoremas 4.20
y 4.21, y la observacion 2.6. En la figura 4.3 se puede ver que las clases son
distintas. O

Corolario 4.8 Las clases VE y DV E son clique-duales y distintas.

Demostracion: La dualidad es consecuencia directa de los Teoremas 4.20
y 4.21, y la observacion 2.6. En la figura 4.4 se puede ver que las clases son
distintas. O

Teorema 4.22 Si G es un grafo V'V, entonces K*(G) es un grafo bipartito.
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EEWN

DEE

Figura 4.3: Interseccion entre las clases clique-duales EE y DEE

Demostracion:  Si G es un grafo V'V entonces G es clique-Helly (Coro-
lario 4.2), luego por el Teorema 2.9 y el Lema 4.1, tenemos que K2(G) es
el subgrafo de G que se obtiene eliminando los vértices correspondientes a
las columnas incluidas de Ag, es decir, los vértices dominados. Si G es un
grafo V'V, todo ciclo impar de G tiene un vértice dominado, luego K?(G)
no tiene ciclos impares, por lo tanto es un grafo bipartito. O

Teorema 4.23 Sea G un grafo. K(G) es un grafo bipartito si y sélo si G
es clique-Helly y H(G) es un grafo EV.

Demostracion:

=) Sea G un grafo, V(G) = {vi,va,...,v,} los vértices de G, C(G) =
{My, My, ..., My} las cliques de G. Como K(G) es un grafo bipartito, G
es clique-Helly porque cualquier conjunto de cliques que se intersecan dos a
dos tiene a lo sumo dos elementos.

V(H(G)) =V(K(G)) U{wi,ws,...,w,} como en la Definicién 2.15. K(G)
es un grafo bipartito y por definicién de H(G), todo ciclo impar C de H(G)
debe contener algin vértice w; de {wy,ws,...,wy}. Por el Teorema 2.15
w; es un vértice uniclical, luego las aristas de C incidentes a w; dominan al
vértice w;, y entonces H(G) es un grafo EV.

<) Si G es un grafo clique-Helly y H(G) es un grafo EV', entonces es también
un grafo VV. Luego por el Teorema 4.22 K?(H(G)) = K(G) es un grafo
bipartito. O

Llamemos bip a la clase de los grafos bipartitos.

Corolario 4.9 K?(VV) = K*(EV) = bip.
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VE

.

DVE

Figura 4.4: Interseccién entre las clases clique-duales VE y DVE

Demostracion: Probaremos que K?(EV) C K2?(VV) C bip C K?(EV)
y por lo tanto las tres clases coinciden. La primer inclusion vale porque
EV C VV. La segunda inclusiéon se deduce del Teorema 4.22. Ahora,
para cualquier grafo bipartito G, tenemos que K(H(G)) = G y aplicando
el Teorema 4.23 a H(G), H*(G) es un grafo EV y K2(H?*(G)) = G. Luego
también vale la tercer inclusion. O

Corolario 4.10 K(VV) = K~ 1(bip) y K(EV) = K~ 1(bip).

Demostmcwn Sea G € VV entoces K2(G) =

K(G) € ( ip). Entonces K(EV) C K( C K

sea G € K L(bip) entonces H(G) EV'y K(H(G)), por lo tanto
~l(bip) C K(EV) C K(VV) C K~(bip) con lo cual los tres conjuntos

son iguales. O

K(K(G )) es bipartito, luego
VV) L(bip). A su vez,
G =

Corolario 4.11 K~ !(bip) C DEE.

Demostracion: Sea G € K~ '(bip). Supongamos que existe un conjunto
impar S = {Mj, Ms,..., Mary1} de cliques de G, donde M; interseca a

M;yq para i = 1,...,2k y Moy interseca a M;. Los correspondientes
vértices en K (G) forman un ciclo impar, pero K(G) es un grafo bipartito.
Entonces no existe tal conjunto, y G € DEFE. O

Corolario 4.12 K ~!(bip) es una subclase de los grafos balanceados.

Demostracion: K ~1(bip) es una subclase de los dualmente EE, que son
balanceados. O
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Observacién 4.5 La clase de grafos K~ (bip) fue caracterizada por Protti
en [100], y es la clase de grafos que no contiene como subgrafo inducido ni
ciclos inducidos impares de longitud mayor ¢ igual que 5, ni los grafos Fy,

Wiy Ki3.

Nota: En la figura 4.5, podemos ver que todas las inclusiones son estrictas.

Figura 4.5: Inclusién entre las clases



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo
futuro

A lo largo de esta tesis hemos trabajado en cuatro areas: grafos balancea-
dos, grafos clique, variantes de los grafos perfectos y problemas algoritmicos
relacionados con la teoria de grafos perfectos.

Definimos la clase de grafos balanceados como aquellos grafos cuya ma-
triz clique es balanceada. Demostramos que tienen un algoritmo de re-
conocimiento en tiempo polinomial y dimos una caracterizacién basada en
propiedades de sus ciclos impares, y otra caracterizacion basada en pro-
piedades de sus cliques. Vimos que pertenecen a varias clases conocidas
de grafos: son clique-Helly hereditarios, perfectos, clique-perfectos, coor-
dinados, K-perfectos, coordinados. y clique-perfectos.. También probamos
que varias clases conocidas de grafos son balanceadas, tal es el caso de los
grafos totalmente unimodulares, trivialmente perfectos, bipartitos, fuerte-
mente cordales, y a su vez definimos seis nuevas subclases de los grafos
balanceados: cuatro de ellas (VV, VE, EE y EV) en base a propiedades de
sus ciclos impares y dos de ellas (DVE y DEE) en base a propiedades de sus
cliques. Estudiamos relaciones de inclusién y hallamos ejemplos de grafos
en las intersecciones formadas por estas subclases.

En el area de los grafos clique, caracterizamos la clase de grafos clique de
los grafos balanceados y las seis subclases definidas, los grafos totalmente
unimodulares, los grafos trivialmente perfectos, y otras dos subclases de
grafos perfectos: los perfectos y clique-Helly y los perfectos y clique-Helly
hereditarios. Entre ellas hallamos algunas clases fijas y algunos pares de
clases clique-duales distintas, que pueden verse en la tabla 5.1.

En el drea de grafos perfectos y sus variantes, avanzamos en el estudio de
la clase de grafos coordinados demostrando que los grafos coordinados son
Berge, lo cual nos lleva a conjeturar que son perfectos.

En el area de complejidad computacional, analizamos los problemas de de-
cisién asociados a los siguientes problemas de optimizacion: clique maxima,
cantidad maxima de cliques por vértice, niimero cromatico, particion minima
de las cliques en conjuntos independientes, conjunto independiente maximo,
conjunto independiente de cliques méximo, cubrimiento minimo de cliques

71
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[ Clase A | K(A)
Balanceados Balanceados
DEE EE
DVE VE
EE DEE
EV K~ 1(bipartitos)
K-perfectos N Clique-Helly Perfectos N Clique-Helly
K-perfectos N Clique-Helly hereditarios | Perfectos N Clique-Helly hereditarios
Perfectos N Clique-Helly K-perfectos N Clique-Helly
Perfectos N Clique-Helly hereditarios K-perfectos N Clique-Helly hereditarios
Totalmente Unimodulares Totalmente Unimodulares
Trivialmente Perfectos Completos
VE DVE
\a% K~ (bipartitos)

Tabla 5.1: Clases de grafos clique caracterizadas en esta tesis

por vértices y cubrimiento minimo de vértices por cliques, abordados en la
clase de grafos clique-Helly hereditarios y en la clase de grafos balanceados.
Estudiamos también la complejidad de los problemas de cantidad maxima
de cliques por vértice y particiéon minima de las cliques en conjuntos in-
dependientes con respecto a la clase #P. Los resultados obtenidos pueden
observarse en la tabla 5.2. En negrita aparecen los resultados originales de
esta tesis.

’ Problema \ caso general \ CHH \ balanceados ‘
a(Q) NP-completo NP-completo P
k(Q) NP-completo NP-completo P
w(G) NP-completo P P
x(G) NP-completo NP-completo P
ac(G) NP-completo NP-completo P
7o (G) NP-hard NP-completo P
M(G) #P-completo P P
F(G) {#P,NP}-hard | NP-completo P

Tabla 5.2: Tabla de complejidades

Como trabajo futuro queda por estudiar la clase de grafos ideales, grafos
cuya matriz clique es ideal. La relacién probada por Chvatal entre matri-
ces perfectas y grafos perfectos nos lleva a pensar que se pueden encontrar
resultados similares que relacionen grafos clique-perfectos con ideales.

A su vez, queda por analizar el comportamiento de otros operadores en grafos
aplicados a las clases de grafos estudiadas, viendo qué tipo de operaciones
son cerradas en cada clase. Gran parte de este trabajo estd hecho para la
clase de grafos perfectos.

También intentaremos buscar para otros operadores ®, no necesariamente
unarios, la relacién entre la matriz clique de ®(Gy,...,G,) y las matrices
clique de los grafos Gy, ..., G, esperando obtener en algunos casos resulta-
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dos similares a los obtenidos para K y H.

Por tdltimo, seguiremos trabajando en la conjetura sobre la caracterizacién
de los grafos clique-perfectos por medio de subgrafos prohibidos e intentare-
mos dar una caracterizacién de los grafos coordinados mediante subgrafos
prohibidos.
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